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NBAMOO: Naturvetenskapligt basar - Matematik, del 1

Uppgift 1 (utan trigonometri). Man riknar ut lingden av en vektor m.h.a. skaldrprodukten och
utnyttjar skaldrproduktens riknelagar:

G -0 =@ -0)- @—0)=d-d—28-5+5-0= il - 2@@- D) + |17

=62-2-10+32=36—-20+9 = 25.

Svar: ||u — v]| = 5 Le.

Uppgift 1 (med trigonometri). Antag att vinkeln mellan vektorerna u och v betecknas med ¢. D&
kan man berdkna

- -

u-v 10 10 5

lall - lg]l  6-3 18 9°

Sitt W = u — U. Antag ocksa att u, v och w betecknar langder av respektive vektorerna. Enligt
geometrisk tolkning av vektorsubtraktion kan man skapa en triangel vars sidlangder dr u, v och
w, dér vinkeln ¢ star emot sidan w, se figuren nedan.

u
Lingden av w can berdknas m.h.a. cosinussatsen:
2 2 2 2 2 5
w*=u"+0v"—2uvcosp =6"+3 —2-6-3-§=36+9—20:25.

Séledes irw = 5 l.e.
Svar: ||u —v|| =5 le.

Uppgift 2. Triangelns horn, sidor och vinklar betecknas som pa formelbladet med a = 2 cm,
b=3cmochc =4cm.
(a) Vinklarna bestidms via cosinussatsen:

-1
szaz+b2—2abcosy = 16:4-}-9—2-2-3(:05)/ = COSYZT’

7
a>=b*+c*—2bccosa = 4=9+16—2-3-4cosa = cosa = =,
2 2 2 11
b*=c"+a"—2cacosp = 9=16+4-2-4-2cosff = cosﬂ:l—é,

o 7\ B = 1 - -1
Svar: a = arccos(s),ﬁ = arccos(m) ochy = arccos( . )



(b) Eftersom cos y &dr negativt, ligger vinkeln y i 2:a kvadranten pa enhetscirkeln. Med andra
ord &r y trubbig.
Svar: Triangeln dr trubbvinklig.

(c) Det dr vinkeln y som star mot sidan c. Vdrdet av sin y bestdms m.h.a. trig:ettan:

iny +cos’y =1 = sin’y+ (_1)2 | = sidy=1-—=2
sin cos’y = sin — = siny=1-— = —.
f Y Y 4 Y 16 16
Eftersom y ligger i 2:a kvadranten, dr sin y positivt.

V15

Svar:siny = E

(d) Areasatsen anvinds:

V15 315

1. 1
A= —absiny=-2-3-— = ——ae.
2 2 4 4

3415

Svar: Triangelns area &r a.e.

Uppgift 3. (a) Enligt satsen om heltalsrétter 4r ndgon av delarna till 3 en 16sning till ekvationen.
Det dr alltsd x = +1 och 3 som ska provas:

e x=1ger4-1>-8-1°+1+3=4-8+1+ 3 =0.Enrot har hittats!
e Struntarix = —1 och x = +3.

Ty x = 1 4r en rot, 4r polynomet 4x> — 8x? + x + 3 delbart med (x — 1) enligt faktorsatsen. Efter
att man utfort polynomdivision, sd ser man att

4x> — 8x* + x +3 = (x — 1)(4x* — 4x — 3).

Man behgver allts hitta rétter till polynomet 4x* — 4x — 3. Ekvationen x? —x — 3 = 018ses (enligt

pq-formeln) av:
1 1 3 1
Xp3= - E4[-+-=-%1.
’ 2 4 4 2

Totalt har tre I6sningar funnits och sa d4r man klar.
1

Svar: Ekvationen lésesavx = 1, x = % ochx = R

(b) Man flyttar 6ver allt till ena ledet och faktoruppdelar tiljaren och nimnaren:

2 1 2 1 21—-x)—(4-2
> >0 & ( X) ( x)

4-2x  1—-x < 4-2x 1-—x (4-2x)(1-x)
-2 -1
0-00-n-" % G-ona-n>"

Det finns alltsé tva nollstillen, x = 1 samt x = 2. Man sammanstiller en teckentabell:

X 1 2

-1 N
1—-x +10 |- -|-
2—-x + |+ |+ |0|-

e | [ A A]]




Fran teckentabellen liaser man av att W(lz—x) >0dia1<x <2

Svar: Den givna olikheten > loses av x € (1,2).
4-2x 1-—x

OBS: Det 4r ett grovt fel att korsmultiplicera utan att tdnka pa huruvida olikhetstecknet be-
hover vindas. I den hér uppgiften skulle korsmultiplikation ge olikheten 2 > 4, vilket aldrig &r
uppfyllt, vilket skulle innebara att det inte finns ndgra 16sningar till olikheten, vilket &r helt fel.

Uppgift 4. (a) Enligt areasatsen r

1 1 1
—absiny = —bcsina = —casin /-2
2 Y 2 2 'B
= absiny = besina = casin /+(abc)
- absiny  bcsina  casin
abc ~ abc  abc
sin sina  sin
o Y _ _sinp VS.B.
c a b

(b) Areasatsen ger att A = bc sin ar. Man behdver pa nigot sitt ersitta b med ett uttryck som
innehéler c. Enligt sinussatsen med b och c &r

sin sin ¢ sin
simf_siny o esinf_,
b c siny
Detta sitts in i formeln for arean
1 1 csin ¢ sinasin
A= -bcsina = - — ﬁ-csina:—-,—ﬁ. V.S.B.
2 2 siny 2 siny

Uppgift 5. (a) Primtalsfaktorisera de olika faktorerna i braket: 10 = 2-5,6 = 2-3,15 = 3 - 5,
20 = 22 - 5, Dessa anvinds for att férenkla braket m.h.a. potenslagarna:

1516 . 2014 . 220 - (316 . 516) . (228 . 514) . 220

30 | 17 30 . =30 17 | 217
1077 - 6 (27 -57) - (277 - 37) _ 930+17-28-20  317-16  £30-16-14 _ =1 31 50 _ %

.3
Svar: 3

(b) Enligt logaritmlagarna &r

le 4
ln16+lne5—3ln4+lg—+5:ln42+5—3ln4+ln4+5:21n4—21n4+10:10.
ge

Svar: 10.



Uppgift 6. (a) Kvadratkompletteringgery = x> —2x +4 = (x* —2x+1) —1+4 = (x —1)* + 3.
Det dr alltsé en parabel eftersom endast en av variablerna star i kvadraten.

(b) Enligt ekvationen y = (x —1)* + 3 har parabeln sin vertex i punkten (1, 3). Det &r variabeln
x som blir kvadrerad, varfér parabeln har en lodrit symmetriaxel. Det stir inget minustecken
framfo6r kvadraten, varfor vertexen ar parabelns ldgsta punkt.

A 0 p 2 3
I I I I

-
X

(c) Om linjen gar igenom origo, s maste dess ekvation vara uppfylld dd x = 0 ochy = o.
Inséttning av dessa vdrden i ekvationen y = kx + m ger:

0=k-0+m.
Svar:m = 0.

(d) Enligt (c) &r m = 0. Det kvarstér att bestimma k. Man ska hitta skdrningspunkterna av
parabeln och linjen medan talet k ska viljas sddant att det endast finns en skdrningspunkt (=tan-
geringspunkt). Sitt in y = kx (inget m d& m = 0) i parabelns ekvation:

kx=x*-2x+4 o x*—@+kx+4=0.
En andragradsekvation har precis en 16sning om diskriminanten (d.v.s. det tal som star under rot-

tecknet i pq formeln) &r lika med noll.

2 4 4 2
D= (p) -q= arakr 4 ska vara lika med noll.

2 4

Ekvationen k?/4 + k — 3 = 016ses av k; , = —2 + 4, allts4 2 eller —6. Det finns tvd méjliga virden
pa k, sa det finns tva olika linjer som gar igenom origo och tangerar hyperbeln, ndmligen

y=2x och y=-6x.

Svar: k = 2 eller k = —6, medan m = 01 bada fallen.



Uppgift 7. Dubbla vinkelns formel ger att sin 2v = 2 sin v cos v. Darfor
=4 2sinvcosv —cosv =0

2sinvcosv = cosv

o
cosv =0 eller

1

sin 2v = cosv
= 2cosv(sinv—%) =0 = )
sinv = 3

Eftersom v ska ligga i den (slutna) 2:a kvadranten, sd cosv = 0 16ses av v = 7, medan sinv = %

lésesavv:ﬂ—%:gﬂ.

Svar:v = Z ellerv = %n.

Uppgift 8.

sin(x?) Vax2 +4+Vx2 + 4 _
. = / konjugatregeln/
Vox2 +4 - Vx2+4 V2x2 +4+ Vx? +4
. 2 : 2
Sin(x’) (Vax2 + 4+ Vx? +4) = sm(; ). (Vax? + 4+ Vx? + 4).
x

T (2x? +4) — (x% + 4)

DA blir gransvirdet

(sin(xz) ) (\/sz +4+ Vx2 + 4))

1 sin(x?) — lim
x—0 \/sz +4— \/xz +4 x0 x2
)
sin(x
= lim ) | lim(\/2xZ +4+Vx2 + 4)
x—0

=1 (\/2-02+4+\/02+4):1-(\/Z+\/Z):4,

7Sz, 1daz — 07 anvints med z = x2.

dar standardgransvardet "

Svar: 4.



