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Du dr sidkert vil fortrogen med hur (reella) tal kan anvéindas for att beskriva olika storheter
inom naturvetenskap, t.ex. langd, temperatur, stromstyrka och fart. Dessa storheter kallas ofta
for skaldrer.

Andra storheter har bade riktning och storlek. Nagra sddana exempel &r kraft, acceleration,
hastighet och magnetfilt. Sedan ldnge har man beskrivit dessa storheter, t.ex. krafter, med hjélp
av pilar (riktade strickor) dér pilen pekar i kraftens riktning och pilens lingd anger kraftens stor-
lek. Storheter med bade riktning och storlek kallas vektorer. Vi skall ldra oss att rakna med dessa
vektorer och pa sa satt skapa oss ett verktyg for att angripa problem av olika slag.

1 Geometriska vektorer

Med ledning av diskussionen i inledningen skall vi definiera vektorer och operationer pa vektorer
i bade planet och rummet. Definitionen bygger pa geometriska resultat om t.ex. parallellitet och
likformighet. Omvint kan vi darfér genom att rakna med vektorer bevisa geometriska resultat.

Om man studerar hastigheten hos en bat (i synnerhet om vigorna dr smd) dr det naturligt att
bara hélla reda pa hur den ror sig med avsende pa tva riktningar; nord-sydlig och 6st-vistlig. En
bat kan t.ex. kéra med 12 knop i nordnordvistlig riktning. Om man i stéllet studerar ett flygplan
behdver man ocksa halla reda pa en tredje riktning; ndmligen den vertikala. Planet kan stiga 30°
med hastigheten 572 km/tim i sydostlig riktning. Man sdger dérfor att planet (inte flygplanet) dr
tvaddimensionellt och rummet tredimensionellt och vi anvinder ofta beteckningarna R? och R?
for planet respektive rummet.

Definition 1.1. Tva punkter A och B bestimmer en riktad stricka fran A till B som betecknas AB.

Varje riktad stracka bestimmer i sin tur en vektor. Tva strickor som &r lika langa och lika rikta-
de bestimmer samma vektor. Vektorer betecknas med gemener i fetstil, t.ex. u. En annan ganska
vanlig beteckning man kan stéta pa i litteratur (dock inte i detta kompendium) &r .

Nollvektorn dr den vektor som fas dé start- och slutpunkt sammanfaller. Nollvektorn betecknas
0 (eller méjligtvis 0) och alltsa 4r 0 = AA = BB.

Omu = A_B>, sa dr —u den vektor som &r lika ldng som u men motsatt riktad mot u, d.v.s.
-u= B_1)4 Lingden av vektorn u definieras som ldngden av strackan AB och betecknas |u].

*Materialet bygger pa valda (delvis omarbetade) delar av kompendiet "Vektoralgebra: En inledning” av Hasse Carlsson



Exempel 1.2. Betrakta f6ljande figur:
B

— —
Strackorna AB och CD ér lika ldnga och lika riktade och bestimmer alltsd samma vektor u. Vi skriver
— — — — — —
u = AB = CD. Strickan EF ir lika ldng som AB men inte parallell med AB. Sd om v = EF, ér
— — —
u # v. Strackan GH ér lika riktad men inte lika 1dng som AB, s om w = GH 4r w # u. Eftersom

EF och GH varken ir lika langa eller lika riktade sa dr ocksa v # w. &

Operationer pa vektorer
Multiplikation av en vektor med en skaldr

Definition 1.3. Om t &r ett reellt tal och u dr en vektor sa dr tu den vektor som har langden |t||u]
och 4r lika riktad som u om ¢t > 0 och motsatt riktad motuom¢ < 0.Nirt¢t = 0 4r tu = 0.

Exempel 1.4.
@ 1-u=nu, (b) (-1)-u=-u,
(c) t-0=o0forallareellatal ¢, (d) 0-u = 0 for alla vektorer u. O

Observera att vektorerna u och t u &r parallella. Om u # 0 sa kan varje vektor v som &r parallell
med u skrivas v = t u for nagot reellt tal t.

Addition av vektorer

Vi skall nu definiera addition av vektorer. Definitionen gors sa att kraftparallellogramlagen blir

uppfylld.

Definition 1.5. Lat u och v vara tva vektorer. Vélj tre punkter A, B och C som representerar vek-
— — —
torernasd attu = ABochv = BC.Dddru+v = AC.
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Man kan tdnka sig att summan av tva vektorer dr den vektor som fas nér v:s dnde placeras mot u:s
spets och en pil dras fran den fria &nden mot den fria spetsen (d.v.s. fran u:s dnde mot v:s spets).

Rikneregler

(i) u+v=v+u (kommutativitet),
(ii) (u+v)+w=u+(v+w) (associativitet),
(iii) u+0=0+u=u,
(iv) ttu+v) =tu+tv (distributivitet),
(v) (s +thu=su+tu (distributivitet),
(vi) s(tu) = (st)u.

Vi visar bara (i), (ii) och (iv) da ¢ > 0, och later ldsaren sjilv fundera ut varfor de 6vriga dr sanna.

Kommutativiteten f6ljer ur f6ljande figur.

C u D

e —_— = _ = =
I parallellogrammen ABCD dru = AB = CD ochv = AC = BD.Sdu+v = AB+ BD = AD =
AC+CD=v+u,
— — —
For att visa (ii), vdlj fyra punkter A, B, C och D s att u= AB, v=BC ochw = CD. D4 dr
— —_ = —
u+v=AC ochsd (u+v)+w=AC+CD = AD.
Analogt far man att

— —_ = =
v+w=BD ochsd u+(v+w)=AB+ BD = AD,

—
vilket innebdr att (u + v) + w = AD = u + (v + w). Se girna figuren nedan.




Att (iv) géller foljer av likformighet. Antag att t > 0 och betrakta trianglarna ABC och DBE
—> — — —
ddru = AB,v = BC, tu = DBoch tv = BE.

B

A

Trianglarna ABC och DBE ir likformiga med férhallandet 1 : ¢. (Varfor?) Sa ;18 och DE ir lika
— — — —
riktade och |DE| = t |AC|. Det betyder att DE = tAC och

—_ s = =
t(u+v)=tAC=DE=DB+BE=tu+tv. O

Anmirkning 1.6. Figuren i beviset av (i) visar att addition av vektorer uppfyller parallellogramlagen for
krafter. Omu och v dr krafter sa dr u+v krafternas resultant; om u och v paverkar en partikel sé blir effekten
densamma som nir partikeln bara paverkas av kraften u + v. O

Subtraktion av vektorer

Definition 1.7. u—v =u + (-v).

Viharu—-u = O,tyomu:A_)Bsééir—u = BAochu—u = u+(-u) -~ AB+BA=AA=o.
Observera ocksa att u—v I6ser ekvationen v+x = ueftersomv+(u—v) = (v—v)+u=0+u = u.
S& om u och v placeras sa att de startar i samma punkt dr u — v den vektor som startar i spetsen
av v och slutar i spetsen av u. (Man kan ocksé se detta genom att skrivau — v = —v + u.)

Ovning 1.1. Bestdm
@z2a+b, (batb-c () %(b o).

ddr vektorerna a, b, c ges av figuren:
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Ovning 1.2. Lite, = A_B), e, = AC och e; = AL féljande kub.

G

Bestdm tal x, y och z sd att v = xe; + ye; + ze; da
@v=AD, (0)v=EH ()Jv=AG, (dv=HA (e)v=AG+HA.

Ovning 1.3. En motorbét gr i stillastdende vatten med farten 6 m/s. Bdten kors i en dlv ddr vattnet strom-
mar rakt séderut med farten 2 m/s.

(a) Bestdm batens hastighet (riktning och fart) om den styrs i rakt dstlig riktning.

(b) vilken kurs skall baten halla for att rora sig rakt ster ut?

Geometriska tillimpningar
I det hir avsnittet ger vi nagra tillimpningar av vektoralgebra pa geometriska problem.

ﬁ
Exempel 1.8. Lat O, A och B vara tre punkter. Om M dr mittpunkten pa striackan AB, sé géller
— 1 (= —
OM = - (04 +0B).

A

0
1
Varfor? Jo, eftersom A—]\)/I = EAT_)B, sa giller
_— = - = 1> 1= 1= =\ 11— 1=
OM:OA+AM:OA+EAB:EOA+§(OA+AB):EOA+£OB. o

Exempel 1.9. Diagonalerna i en parallellogram delar varandra mitt itu.
D C




Pastdendet innebdr att diagonalernas skdrningspunkt dr mittpunkt bade pa diagonalen AC och pa
diagonalen BD. S hér visar man detta:

Lat M vara mittpunkten pa diagonalen BD. For att visa pastdendet racker det att visa att M
ocksd dr mittpunkt pa diagonalen AC. (Varfér?) Enligt forra exemplet dr

— 1 (= —
AM:E(AB+AD).

—_ =
Men AD = BCsd
— 1 (— — 1—
AM = E(AB+BC) = -AC,
d.v.s. M dr mittpunkt pa diagonalen AC. o

Exempel 1.10 (En triangels tyngdpunkt). En median i en triangel dr strickan fran ett horn till
motstdende sidas mittpunkt. Vi skall visa att medianerna skér varandra i en punkt som delar me-

dianen i férhallandet 2 : 1 fran spetsen rdknat. Denna punkt kallas triangelns tyngdpunkt. (Varfor
da?)

A

Mg

My
B

Lat O vara en godtycklig punkt, M4, Mp och M¢ vara triangelsidornas mittpunkter (se figur) och
2—
T4 vara den punkt pa linjen AM4 som delar AMy i forhallandet 2 : 1. D4 géller AT A= §AM A-

— 1 - —
Exempel 1.8 ger att AMy = E(AB + AC). S&
— 2— 1 — —
ATy = EAMA = E(AB + AC).
Detta ger

—

— e = 1 /— _— = _— — 1 —_—
OTA:OA+ATA:5(0A+(0A+AB)+(OA+AC)):§(OA+OB+OC).

- 2—> -, 20— ., . . . .
Om BTg = EBM gochCTc = ECMC far vi pd samma sitt (eller 4nnu enklare pa grund av sym-

metri) att
— — l/(— — —
0Ty =0Tc=; (04+0B+0c) .
Sa
— — —
OTA = OTB = OTC och Ty=Tg=Tc =T
och alltsa ligger T pé alla medianerna. &



Observera om O adr en godtycklig punkt och T triangelns tyngdpunkt sa har vi visat att
— 1l =— = —
Of =~ (0A+0B+0C) .

Anmirkning 1.11. Beviset ovan 4r ett "orakelbevis”. Hur kunde vi veta att tyngdpunkten delar medianen
i forhéllandet 2 : 17

Hir ger vi ett alternativt bevis som inte utnyttjar detta faktum. Lat som forut O vara en godtycklig
punkt, M4, Mp och M¢ vara triangelsidornas mittpunkter och T skdrningspunkten mellan AM4 och BMp.

_——_> —% .. . . .o —9 __—% X3 o g .. o .. .

Eftersom AMy och AT ir lika riktade géller AT = a AM 4 f6r ndgon positiv skaldr a. P4 samma satt géller
i —_—
BT = b BMp for nagot positivt tal b.

Eftersom M4 och Mg dr mittpunkter pa strackan BC respektive AC sé giller AMy = E(AB + AC) och

- 1= =
BMg = 5(BA+BC).5;‘;1

Detta ger
- = = = a([—> a —
BT:BA+AT:BA+E(AB+AC):(__1)AB+EAc,
men ocksa
= b= = bi— — — — b
BT=E(BA+BC)=E(BA+BA+AC)=bBA+EAC.
sa ,
(E—l)fB+EA_C)=bE)4+—A_C>
2 2 2
och ,
(g+b—1)fT)B: ;aA_C),

Men vektorerna AB och AC 4r inte parallella och darfor ar

(§+b—1)=b;a=o,

2
vilketgera =b = 3

Nu har vi sjdlva visat att att tyngdpunkten delar medianen i férhéllandet 2 : 1 och behéver inte hdnvisa
till nagot orakel. O

 H# <D

Ovning 1.4. Visa att om OP = 2 (OA + OB) sa dr P mittpunkt pa strickan AB.
Ligg mirke till att detta pastdende dr annorlunda dn Exempel 1.8. 1 exemplet utgick man fran att M ar

— —_ =
strickans mittpunkt och som slutsats bevisade man att OM = 2(OA + OB).1denna 6vning forutsitter man

H
att sambandet OP = %((?4 + (ﬁ)) ar sant och man vill hirleda att P di méste vara mittpunkten.

Ovning 1.5. L4t O, P och Q vara tre olika punkter i planet (eller rummet). Sitt u = OPochv = 0Q.

(a) Lat R vara den punkt mellan P och Q som delar strickan PQ i férhallandet a : b, d.v.s., |§—S||

SN

,dar

a, b > 0. Uttryck vektorn ORiuochv.
(b) L&t S vara den punkt som ligger pé férlingningen av striackan PQ och vars avsténd fran punkterna
Poch Q driférhallandet p : q, d.vs., % = g, didr p > g > 0. Uttryck vektorn OSiuochv.
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e - 1 (= — —
Ovning 1.6. Visa att om OP = 3 (OA +O0B+0C ) sa dr P tyngdpunkt i triangeln ABC.

Observera att detta pastaende skiljer sig fran Exempel 1.10. Den implikation som ska bevisas i 6vningen
gar at andra héllet jimfort med implikationen i exemplet.

—

— — — —
3AD, BC = 3BE och CA = 3CF. Visa

Ovning 1.7. Punkterna D, E och F delar triangeln ABC s4 att AB
att trianglarna ABC och DEF har samma tyngdpunkt.

Ovning 1.8. Lat M vara mittpunkten pé strickan mellan tvd motstdende kanters mittpunkter i tetrae-
dern ABCD. (Tetraeder = en regelbunden tresidig pyramid)
) — = = = =
(a) Visa att OM = ;(OA + OB + OC + OD).
(b) Hur ménga par av motstdende kanter finns det?
(c) Visa att punkten M i (a) inte beror pé vilka kanter vi valt, d.v.s. strickan mellan mittpunkterna pa
motstaende kanter skdr varandra i en punkt.

2 Baser och koordinater

For att gora det mer praktiskt att rakna med geometriska vektorer i planet och rummet skall vi se
hur man kan representera dem som par respektive tripplar av reella tal. P4 sa sdtt kan man rakna
med vektorer "som vanligt” fast med tva respektive tre kopior av R.

Baser i planet

Definition 2.1. Tva vektorer i planet e; och e, som har lingd 1 och 4r vinkelrdta mot varandra
utgor en ortonormerad bas (eller en ON-bas).

Anmirkning 2.2. Ordet “ortonormerad” dr en sammandragning av ortogonal (d.v.s. vinkelrit) och normerad
(d.v.s. langden dr 1). Mer allméint kan man definiera en bas i planet genom att kréva att vektorerna e; och
e, ir nollskilda och icke-parallella. I detta kompendium anvinder vi dock enbart ON-baser. o

Nu ska vi titta pa hur basvektorerna anvinds for att specificera godtyckliga vektorer. Lat v vara
en vektor i planet. Placera e;, e; och v sa att de borjar i samma punkt. Drag linjer genom v:s bada
dndpunkter parallella med e; och e, och 14t v; och v, vara sidorna i den rektangel som bildas.

€ vi=4,7€

Da dr v = vy + v,. Eftersom vy och v, dr parallella med e; respektive e, finns tal x och y sddana
attv; = xe; ochv, = ye,. Med andra ord 4r v = x e; + ye,. (I den illustrativa figuren ovan dr
alltsd x = 4,7 och y = 3,5.) P4 s4 sitt har vi visat ena halvan av f6ljande sats.



Sats 2.3. Om e; och e, dr en ON-bas i planet sd kan varje vektor v entydigt skrivas
v=Xxe +yes.
Talen x och y kallas for v:s koordinater i basen ey, e,.

Bevis av entydigheten. Antag att man kan uttryckav = xe; + ye, = x"e; + ' e,. Vi behover
alltsd avgora om x = x" och y = v’. Genom att flytta 6ver termerna i ekvationen fir man att
4

(x —x")e; = (v — y)e,. Skulle x # x/, sd vore e; = Y e,, d.v.s. e; och e, bleve parallella, men
x

_x’

det dr inte de. Darfor maste x = x’. Pa analogt sitt motiverar man att y = v’. o

Anmirkning 2.4. Satsen giller dven for en allmén bas ey, e, i planet med likadant bevis. Den enda skillna-
den i resonemanget dr att man inte far en rektangel nér linjer parallella med basvektorerna dras genom v:s
dndpunkter utan man far en parallellogram. Se gdrna figuren nedan.

o

Om det &r klart vilka basvektorerna ar, skriver vi helt kort v = (x, y) i stdllet forv = xe; +y e,
och kallar x och y f6r v:s koordinater.

Sats 2.5. Omv = (x,y),u = (x’,y")och t € R sd gdller
tv=t(x,y) = (tx,ty) och v+u=(xy)+,y)=x+x,y+7).
Bevis. Satsen féljer enkelt fran raknereglerna for vektorer. Vi har
tv=t(xe+ye;) =txe; +tye; = (tx, ty)

och
vitu=xe +tye,+x e +ye;=(x+x)ei+({y+y)e,=(x+x,y+y). O

Exempel 2.6. Antag attu = (-3, 4) i en ortonormerad bas. Hur lang &r vektorn u?

Lésning. Pythagoras sats ger (se figuren) |u|?> = 3% + 4% = 2554 |u| = 5.



€1

Med samma resonomang ser vi generellt att om u = (x, y) sd ar

lul? =x*+4* och |u|=+/x2+ 12 O

Exempel 2.7. Krafterna F; = (—1,2) och F, = (2, —3) (i Newton) verkar pé en partikel. Hur stor
ar deras sammanlagda verkan?

Losning. Den resulterande kraften dr
F=F +F,=(-1,2)+(2,-3) = (1,—1).  Saledes |F| = V1+1N=1V2N. o
Ovning 2.1. Antagattu = (3,1), v = (-3,3) ochw = (-2, —2). Bestdm
(@u+v; (b) u + 3w; (c)2u-vw; (d) 3u—v+2w.
Ovning 2.2. Antagattu = (1,2) och attu + v = (3, 4). Vad dr d4 v?
Ovning 2.3. Antag att AB = (2,1), AC = (3,2). Bestdm BC.
Ovning 2.4. Bestdm tal x och y sddana att u = xv + yw da

u = (5,-4), v=(1,2) och w=(-3,1).

Baser i rummet

Definition 2.8. Tre vektorer ey, e, och e; utgdr en ON-bas for R* om de 4r inbérdes vinkelrita och
alla har lingden 1.

Anmirkning 2.9. Mer allmint kan man inféra begreppet bas fér R? genom att kréva att de tre vektorerna
ey, e; och e; dr alla nollskilda och att de inte ligger i ett enda plan. &

Sats 2.10. Om ey, e, och e; dr en (ON-)bas i rummet, sd kan varje vektor v entydigt skrivas
v=Xxe +tye;,+zes.

Beviset for satsen i tre dimensioner 4r ndgot mer invecklat och uteldmnas. Som i R? skriver vi
kortfattat v = (x, y, z) och vi har rdknereglerna

t(x,y,z) = (tx,ty,tz) och (x,y,2)+(x,y,2)=(x+x,y+y,z+72).
Med hjilp av Pythagoras sats ser vi (Hur da?) att i en ortonormerad bas ges en vektors lingd av

lul = [(x,y,2)> = x* +y* +2* och |u] = |(x,y,2)| = Vx? +y? + 2%
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Ovning 2.5. Sittu = (-1,2,0), v = (2, —1, 3). Berdkna 2u — 3v.
Ovning 2.6. Bestim BC om AB = (1,2,1) och AC = (2,1,3).
Ovning 2.7. Bestdm tal x och y sddana att u = xv + yw da
u=(2-7,1), v=(2,-13) och w=1(1,1,2).
Ovning 2.8. Undersék om vektorerna (1, 2, —2) och (-3, —6, —6) 4r parallella.
Ovning 2.9. Bestdm ett tal a sa att vektorerna (a, 2 + a, 6) och (2, 1, —3) &r parallella.
Ovning 2.10. Bestdm ett tal ¢ s3 att vektorerna
(@ (1,2)och(t,t?); () (t,1—t,1+t)och(2,0,4);  (c) (¢t 2t%3t)och(1,6,t)
blir parallella.
Ovning 2.11. Bestédm lingderna av vektorerna
@ (-1-2,-3); (B (1LL1); () (-122).
Ovning 2.12. Bestim en vektor u som har lingden 1 och &r parallell med (-1, 2, 2).

Ovning 2.13. Krafterna F, och F, verkar pa en partikel. Bestdm storlek och riktning av krafternas resultant
om (a)F; = (1,-3,4)och F, = (5,9, 2); (koordinaterna angivna i en ON-bas med SI-lingdenheterna)
(b) F; och F, ges av foljande figur:

4N

Fq

Koordinatsystem

I det hér avsnittet skall vi beskriva punkter med hjélp av koordinater. Detta gér vi genom att fixera
—
en punkt O som vi kallar origo. En punkt P bestimmer en vektor u = OP och omvint om vi har en
— —
vektor u sé finns det en punkt P sa att u = OP. Vektorn OP kallas for P:s ortsvektor.

P

€2
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Vi har alltsé identifierat punkten P med vektorn &5 Om &5 = (x, 1, z) i en viss (ON-)bas far
P samma kordinater, d.v.s. vi skriver P = (x, y, z). For origo giller O = (0, 0, 0). (Varfor?)

Exempel 2.11. Bestdm koordinaterna f6r den vektor P_Q> som gér fran punkten P = (1, -2, 1) till
punkten Q = (-2,1,0).

Losning. Vi har
—_ = = —_ = —
00 =0P+PQ. S4PQ=00-0P=Q—-P=(-2,1,0)-(1,-2,1) = (-3,3,-1). <

Exempel 2.12. Genom punkten P = (-1, 3) dras en linje parallell med vektorn u = (2, -1). Var
skdr denna linjeny = x — 17

Losning. Kalla skdrningspunkten Q.

Eftersom 1@ ar parallell med u finns ett tal t med 172) =tuellerQ =P+tu=(-1,3)+t(2,-1) =
(2t —1,3 —t). Men att Q ligger pad linjen y = x — 1 betyder att 3 — ¢ = (2t — 1) — 1. Denna ekvation
har 16sningen (Rakna sjdlv!) t = 2, Alltsd dr Q = (-1,3) + 2(2,-1) = (3, 3). O

_)
Vi har alltsa sett att tva punkter P och Q bestimmer en vektor PQ som berdknas genom
H
PO=0Q-P.

Ett annat sitt att skriva detta dr _
P+P0=0.

. . o . ﬁ o .o .
Om vi startar i punkten P och gér lings vektorn PQ, s& hamnar vi i punkten Q.
s — — — = =
Ovning 2.14. Antag att OP = (2,3), OQ = (3, 4). For vilken punkt R giller det att OR = OP + OQ?

Ovning 2.15. En triangel har hérni A = (1,2,3), B = (3,5,7) och C = (2,-9,—5). Bestim vektorerna
— — —
u = AB,v =BCochw=CA.

Ovning 2.16. Vad dr mittpunkten pd strickan vars andpunkter dr
(@ (1,2,3)och(3,0,-1),  (b) (x,y,2)och (x1,y1,21)?
Ovning 2.17. Undersék om punkterna (1, 2, 3), (=2, 1, 4) och (4, 3, 2) bildar hérn i en triangel.

Ovning 2.18. En triangel har hérnen (1, 2, 3), (2,3, 1) och (3, -2, 2). Bestdm triangelns tyngdpunkt.
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Ovning 2.19. Bestim avstidndet mellan féljande par av punkter
(@ (1,0),(0,1); (b) (1,0,0),(0,0,1); (© (1,1,2),(2,1,1).
Ovning 2.20. Visa att punkterna (1,1, -1), (1, -1, 1) och (-1, 1, 1) bildar hérn i en liksidig triangel.

Ovning 2.21. Bestdm en punkt i planet s att den tillsammans med (0, 0), (1, 1) och (2, —3) bildar en paral-
lellogram. (OBS: Det finns tre olika l6sningar till uppgiften.)

Ovning 2.22. Undersék om punkterna (1, 1, 2), (0, 3, 2), (2, 2, 1) och (1, 4, 1) 4r hérn i en parallellogram.

Ovning 2.23. Det finns tre parallellogrammer som har hérni punkterna (1, 2, 3), (1, 3, 4) och (2, 3, 5). Bestdm
diagonalernas skdrningspunkt i dessa tre parallellogrammer.

3 Skaldrprodukt

I det hér avsnittet skall vi behandla problem som har att géra med vinklar mellan vektorer. Ett
viktigt tillimpningsomrade &r fysiken och vi borjar med ett sadant exempel.

Exempel 3.1. En partikel ror sig under paverkan av kraften (3, 3) ratlinjigt fran origo till punkten
(5, 2) i ett ortonormerat koordinatsystem. Hur stort arbete utrattas?
(SI-enheter)

Lésning (via trigonometri). Det utrittade arbetet dr produkten av vdgen och kraftens projektion i
vdgens riktning; W = |Fs| - |s|.

F=(3,3)

Vektorn (3, 3) bildar 45°:s vinkel med x-axeln sa 6 = 45° — a. Vinkeln a uppfyller tana = 2/5
s a = arctan(2/5). Alltsd 4r |Fs| = |F|cos® = VO +9cos® = 3V2cos . Vigen s har lingden
s| = V25 + 4 = V29, 0ch vi far W = |Fs| - |s| = 3V2 cos 829 = 21]. (Exakt! Kan du visadet?) <

Anmirkning 3.2. Observeraatt W = 21 = 3-5+43-2,d.v.s. arbetet 4r summan av produkterna av kraften och
vdgens x och y-koordinater. Detta &r ingen tillfallighet, och ett av syftena med inférandet av skaldrprodukt
dr att visa att det alltid 4r sa. o

Efter dessa preludier &r det dags att definiera skaldrprodukten mellan tva vektorer i R? eller
R3. Med vinkeln 0 mellan vektorerna u och v, bada skilda fran 0, menas den minsta vinkel som
bildas d& u och v placeras sa att de borjar i samma punkt.
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Definition 3.3. Skaldrprodukten av vektorerna u och v ar
uev=|ul|lv|cos@,
dar 6 4dr vinkeln mellanu och v, 0° < 6 < 180°.Omuellervir0,sddruev =0.

Observera att definitionen &r gjord sd att W = F « s i forra exemplet.

Cosinus av trubbiga vinklar

Vinkeln mellan vektorer behover inte vara spetsig, vilket innebir att den definition av cos 8 som
utgar fran sidlangderna i ritvinkliga trianglar inte duger. For att kunna inféra skaldrprodukten av
vektorer med en icke-spetsig vinkel emellan maste definitionen av cosinus utvidgas:

e Om 0 = 0°, s definieras cos 0° = 1.

e Om 0° < 0 < 90°, sé kan vidrdet pa cosinus berdknas m.h.a. en ritvinklig triangel med 6
nérliggande katet

som en av dess inre vinklar, d.v.s. cos 0 = o
ypotenusan

e Om 0 = 90°, s& definieras cos 90° = 0.
e Om 90° < 6 < 180°, sé definieras cos:virdet via supplementvinkeln som da blir spetsig,
nimligen cos @ = — cos(180° — 0).  (Ldgg mdrke till minustecknet framfor cos pd HL!)

180° -0 0

Den hir utvidgningen utgér fran hur de trigonometriska funktionerna definieras for godtyckliga
vinklar m.h.a. enhetscirkeln. Vi ska dterkomma till dessa senare i kursen (Kapitel 3 i den andra
Blomqvistboken).

Ovning 3.1. Berikna (utan minirdknare)
(a) cos0°; (b) cos 45°; (c) cos90°; (d) cos120°; (e) cos180°.
Ovning 3.2. Bestdm vinkeln 6 € [0°,180°] (utan minirdknare) d&

V2 Vi
2

(a) cosO = —7; (b) cos @ = —; (c) cosO =0; (d) cos8 = —1; (e) cosO = 1.

Ovning 3.3. Anvind gidrna miniréknare for att berdkna
3 -3
(a) cos25°%; (b) cos 155°; (c) cos! (3)’ (d) arccos(?).

Forklara sambandet mellan svaren pa (a) och (b), respektive mellan svaren pa (c) och (d).
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Rikneregler

@) [uf=ueu
(ii) uev=veu (kommutativitet);
(iii) (tu) e v=1t(uev)
(iv) ue(v+w)=uev+uew (distributivitet);

Bevis. Du bér sjdlv vertyga dig om att (i) och (ii) géller.

Lat oss betrakta (iii). Ifall det reella talet ¢ 4r positivt eller t = 0, s& ser man direkt ur skalér-
produktens definition att likheten dr sant. Man behéver notera att |tu| = t|u| medan vinklarna
mellan tu och v samt mellan u och v 4r lika (d& ¢t > 0). Om t ddremot &r negativt, sa géller det att
|tu| = |t| |u| = —t|ul. Observera att vinklarna mellan tu och v samt mellan u och v inte &r lika. De
ar namligen supplementvinklar (d.v.s. om den ena &r 6, sa dr den andra 180° — 0).

VL) = (tu) « v = |tu] [v| cos 0 = —t|u| |v| cos 0, medan
HLg) = t(u » v) = t(|u] [v] cos(180° — 0)) = t(|u] [v|(— cos 0)) = —t|u] |v| cos 6.

Saledes VL) = HL(;) dven ifall t < 0. Lagg marke till att det har anvénts hér att cos:varden av
supplementvinklar &r lika stora fast med motsatta tecken.

Nu ska vi motivera den distributiva lagen m.h.a. ortogonala projektioner. Lat « beteckna vin-
keln mellan u och v, f mellan u och v+ w och y mellan u och w. Antag att bdde a och y &r spetsiga
(vilket medfor att ff ocksé 4r spetsig). D& kan vektorerna askadliggoras med féljande figur:

,,,,,, Y

,,,,,,, -] R R
A B u F
r > g
[v|cosa lw|cos y |
! _/
|v+w]|cos

Genom att anvinda sig av trigonometrin for ratvinkliga trianglar fir man att

|AB| = |v| cos a (i triangeln ABC),
|CE| = |w|cosy (i triangeln CED),
|AF| = |[v+w]|cos  (itriangeln AFD).

Fyrhorningen BFEC &r egentligen en rektangel, s& sidorna BF och CE ar lika langa. Darfor ar
|AF| = |AB| + |BF| = |AB| + |CE|, d.vss.

|v+w|cosf =|v|cosa + |w|cosy .
Nar man nu multiplicerar bada leden av denna ekvation med |u/, sa far man

lu| |v+ w|cosf = |u||v|cosa + |u| |w|cosy,
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vilket enligt definitionen av skaldrprodukten &r ekvivalent medu« (v+w) =uev+ue+w.Pa
sa sétt har vi bevisat den distributiva lagen for skaldrprodukt under férutséttningen att vinklarna
mellan u och v, respektive u och w dr spetsiga.

Om « och/eller y &r trubbig(a), s& kan den distributiva lagen visas pé ett analogt sitt, fast figu-
ren behver anpassas och man behover ta hdnsyn till att cosinus far negativa virden for trubbiga
vinklar. En sadan modifiering av beviset 6verldmnas till den kére ldsaren som 6vning. o

Pastaende 3.4. Ldt u och v vara tvd nollskilda vektorer och ldt 0 beteckna minsta vinkeln mellan dem. Dd
galler att

uev>0 omochendastom 0 dr spetsig (eller noll).
uev=0 omochendastom 6 drrit.

usv<0 omochendastom 0 drtrubbig (eller rak).

Dessutom gdller att

uev=|ullv| omoch endastom  vektorerna u och v har samma riktning.
uev=—|ul|v| omoch endastom  vektorerna u och v har motsatt riktning.
—|u||v] <uev<|ul|v| omoch endastom  vektorerna u och v inte dr parallella.

Bevis. Pastdendet foljer direkt fran skaldrproduktens definition, d.v.s., u e« v = |u||v|cos 0, nir
man tar hidnsyn till vilka virden som cos 6 antar for noll-/spetsiga/rita/trubbiga/raka vinklar. O

For att praktiskt rakna med skaldrprodukt behover vi veta vad u « v blir i koordinater.

Sats 3.5. Latu = (x,y,z) ochv = (x', ¢, 2’) i ett ortonormerat koordinatsystem i rummet. Dd gdller
uev=xx+yy +zz.
I planet gdller (x,y) « (x',y’) = xx" + yy'.

Bevis. Eftersom basen ar ortonormerad giller e; se; = e;ee; = e3se; = loche se;, =
e1-e3=e2-e3=0.5é’1

uev=_(xe +ye;+zes3)s (x'e; +y'e; +7'e3)
=xx'e;se;+yye, s e, +z7'es €3
+(xy +yx)er s e+ (xz +x'2)e; ces + (yz2' +y'z) e, « 3
=xx"+yy +z7 . i

Exempel 3.1 (Fortsittning fran sid 13). Alternativ l6sning via skaldrprodukten: Vi har

f3. .
W =|F|[s|cos 0 "=  Fes=(3,3)(52)  2°3.5+3.2=21. o

Geometriska tillampningar

Exempel 3.6. Bestdm vinkeln mellan vektorernau = (1, 2,2) ochv = (-2,1, -2).

Losning. Vihar |u| = V12 + 22 + 22 = 3, |v| = 4/(—=22) + 12 + (=2)2 = 3ochu e v = 1(=2) + 2+ 1 +
2(—2) = —4.Eftersomu » v = |u||v| cos 0 far vicos 6 = —4/(3 - 3) ~ —0,4444 och 0 ~ 116,4°. <
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Exempel 3.7 (Cosinusatsen). I en triangel giller ¢* = a* + b* — 2ab cos y.

B

C
_ s > > = —_ =
Bevis. Eftersom AB = AC + CB = CB — CAoch CA + CB = abcosy s dr

¢? = |AB|* = AB « AB = (CB — CA) « (CB — CA)
el T T T S S S
—CB+CB-CB+CA-CA+CB+CA-CA
—)2 —> 4 —)2 2 2
= |CB|* — 2CA « CB + |CA|* = a® — 2abcosy + b”. O

Exempel 3.8 (Thales sats). Periferivinkeln i en halvcirkel ar rit.

B

—_ =
Eftersom AO = OC, far vi att
— = =2 = = =2 =2 =2 =3 =3 =202 =22 2 .2
AB+BC=0C+0C—-0C +0B+0B+0C—0B+0B=|0C|*~|0B> = r* - r* = 0,
diarr = |(j>4| = |(—)73)| = |(Y?| betecknar cirkelns radie. O

Exempel 3.9. Om v = (x, y) i en ON-bas, sd dr u = (y, —x) vinkelrdt mot v.
Detta ser man helt enkelt genom att berdknav e u = xy —yx =0 &

Exempel 3.10. Bestdm en normalvektor till linjen x + 2y = 1. (En normalvektor dr en vektor som
ar vinkelrdt mot linjen.)
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Losning. Punkterna (1,0) och (-1, 1) ligger pa linjen, s& v = (1,0) — (—1,1) = (2, —1) &r en rikt-
ningsvektor till linjen. Menomn = (1,2)drnev = (1,2) * (2,-1) =2 -2 = 0,sdnoch v ar
vinkelrdta. Alltsd dr n = (1, 2) en normalvektor. &
Exempel 3.11. Bestdm avstandet fran punkten (3, 3) till linjen x + 2y = 1.

Losning. Med avstandet d fran en punkt P till en linje menas det kortaste av avstanden |P — Q| da
—
punkten Q ligger pé linjen. Detta antas da PQ &r vinkelrdt mot linjen. (Varfor?)

P=(3,3)

Enligt forra exemplet dr (1, 2) vinkelrdt mot den givna linjen, sa P_Q> = (1, 2) for nagot tal t. Men
Q=P+ P_Q) = (3 +t,3 + 2t) som ligger pa linjen om (3 + t) + 2(3 + 2t) = 1,d.v.s.omt = —g. sa

PO = ~-$(1,2) ochd = PO = SV1i+4=8/45~313
Punkten Q kallas for ortogonala projektionen av P med avseende pa linjen x + 2y = 1. &

Exempel 3.12. Antag att en rit linje ges av ekvationen ax + by = c.Dadr n = (a, b) en normal-
vektor till linjen. Jamf6r gdrna med Exempel 3.10)

_}
Bevis. Vilj tva godtyckliga punkter pa linjen, t.ex., P = (£,0) och Q = (0, ). Vektorn v = PQ
har samma riktning som linjen och man behéver alltsa hitta en vektor som dr vinkelrdat mot v.
Eftersomv = Q — P = (-, ;),ser mandirektattven=-2-a+ 3 -b = 0. O

Exempel 3.13 (Avstandsformeln). Avsténdet d fran punkten P = (xp, yp) till linjen ax + by = ¢

ges av
_ laxp + byp — |

PN

Bevis. Lat R = (xg, yr) vara en godtycklig punkt pa linjen, d.v.s. punktens koordinater uppfyller
ekvationen axg + byg = c.Lat Q vara den punkt pa linjen som ligger ndrmast till P. Det innebér att

@5 dar en normalvektor till linjen (jfr. Exempel 3.11). Saledes dr @5 parallell med vektornn = (a, b)
som bevisats vara en normalvektor i Exempel 3.12.

18



— —
Med hjilp av trigonometrin ser man att |QP| = |RP| cos 6, dér 6 dr vinkeln mellan vektorerna

— —

QP och RP (se figuren nedan). Alternativt kan man bestimma 6 m.h.a. vinkeln & som ligger mellan

noch RP. Niamligen giéller att 6 = « ifall & &r spetsig, medan 6 = 180° — « ifall & &r trubbig. [ bida
fallen far man att cos 6 = | cos a|.

H
RP+n _ a(xp—xr) +b(yr — yr)

— —
RP « n = |RP| |n| cos « = cosa = —; —
|RP| |n| |RP||(a, b)|
_axp+byp—(axg + byr) _axp+byp—c
- — =
|RP||(a, b)| IRP|[(a, b)|
_—)
Avstéandet till linjen dr d = |QP|. Séledes
+ byp — + byp —
d = |RP| cos 0 = |RP| | cos a| = |RP)| '“xi yp =l _ laxp +byr ¢l o
IRP! |(a, b) (@ b)]

Tillimpar vi denna formel pa Exempel 3.11, far vi

e 3+2-3-1] 8
Vi+a \5

Exempel 3.14. Omv = (x,y, z) = xe;+ye,+ze;ienortonormeradbassddrx =vee;,y=vee,
ochz=vee;.

Bevis. Vi ska bevisa bara den forsta likheten, eftersom de andra likheterna bevisas analogt.
vee, = (xe +ye,+ze3)ee; =xe s +ye, e +2€e;3°€ =X. o

~~ # >

Ovning 3.4. Vilka av f6ljande par av vektorer 4r ortogonala?

(@ (-1,2,2), (2,2,-1); (b) (2,1,1), (2,1,-5); (0 (1,1,1), (2,-1,-1).
Ovning 3.5. Bestdm vinkeln mellan vektorerna
(@ u=1(2,21),v=(1,-1,0); (b) u=(-1,2,2),v=(114) (0 u=(3,21),v=(1,23).
Ovning 3.6. Bestdm vinkeln mellan a och 2b —adéa = (2,-3,4) och b = (3, 4,0).

Ovning 3.7. L4t u, v och w vara tre vektorer i planet s&dana att [u| = 2, |v| = 4 och |w| = 3, vinkeln mellan
u och v dr 120° och vinkeln mellan u och w &r 30°. Beridkna

@ uewv; (b) uew; (0 vew; (d) ue(v+w).
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Ovning 3.8. Tva vektorer u och v har lingderna 3 respektive 2 och u « v = —1. Berikna
(@ (u-v)e(Qu+v) ®) |Ju+v|.

Ovning 3.9. Bestdm en vektor som &r vinkelrit mot
@ (2,-3); (b)) (3,4,-2).
Ovning 3.10. Bestdm ¢ s4 att vektorerna (¢, 2t?, 3t) och (~1, 1, t) blir vinkelrita.
Ovning 3.11. Kraften (3, —4, 2) verkar pé en kropp som rér sig ritlinjigt fran punkten (-1, 3, 2) till
@ (1,4,5; (b)) (-3,2,3); (9 (0,5,3).
Berikna dndringen i kroppens rérelseenergi.
Ovning 3.12. Visaatt ju+v|? — [u—v|? = 4u « v.
Ovning 3.13. Vektorerna a, b och a + b har lingderna 3, 4 och 2. Hur stor &r vinkeln mellan a och b?

Ovning 3.14. L4t u vara en fix vektor med u # 0 och antag att u « v = u « w for den specifika vektorn u.
Méste v = w da? Motivera ditt svar!

Ovning 3.15. Antag attu « v = u « w for alla vektorer u. Maste v = w d&? Motivera ditt svar!

Ovning 3.16. Tva vektorer a och b har lingderna 2 respektive 3 och vinkeln mellan dem &r 60°. Bestdm
vinkeln mellana och a + b.

Ovning 3.17. Tva vektorer u och v har samma lingd. Vad kan du siga om vinkeln mellanu + v ochu — v?

Ovning 3.18. Bestidm koordinaterna av vektorn v i en ON-bas d4 |v| = 4 l.e., vinkeln mellan v och e, 4r 30°,
vinkeln mellan v och e, dr 120° och vinkeln mellan v och e; dr 135°.

Ovning 3.19. En triangel har hérnen (2,1, 3), (-1, 4, 2) och (0, 6, 5). Ar triangeln ritvinklig?

Ovning 3.20. (a) Bestidm avstandet frdn punkten (1, 2) till linjen y = 5.
(b) Bestdm avstandet fran punkten (1, 2) till linjen x + y = 5.

Ovning 3.21. Visa att en triangels hdjder skir varandra i en punkt.

20



Forslag till svar

Kapitel 1

2.(a) &(b)er + ey, (c)e; +es,(d) —e1 —e; —e3, (e) —e
3. (a) Med farten V40 m/s i riktning 341,6°, (b) 19,5°
— — =
4. L4t M vara mittpunkten p4 strickan AB, s OM = 3(OA + OB) enligt Exempel 1.8. Séledes
—_— o - o ) .
MP = OP-OM = 3(OA+0B)-3(0OA+OB) = 0, vilket gér att punkterna P och M sammanfaller.
(svar). @) OR = yu+ v ()05 = Lov— L
5 (Svar). (a =4t gV —quv—quu,
— — — —
5 (Losningsforslag). (a) PR = -4 PQ och PQ = OQ — OP.
, — = = = . =2 =2 b =2 —
saledes OR = OP + PR = OP + —%(0Q — OP) = -£-0P + -%-00.
(b) PS = 5575 = 2(175) - }—76), vilket medf6r att 1?1?9 = 51—7@) chsa PS = LF_@).
—_ = = e T U — = g = —
Dessutom PQ = OQ — OP. Siledes OS = OP + PS = OP + = (OQ - OP) = quqOP + pf;qOQ.
. . o o0 1,7~27 A3 ~A . o
6. Antagatt T dr triangelns tyngdpunkt. Dd &r OT = 3(OA+OB+0C) enligt Exempel 1.10. Saledes
- = —
TP = OP — OT = 0, vilket gor att punkterna P och T sammanfaller.
. . . . —_—> 2—) 1—) —_—> 2—) 1—) - 2—) 1—)
7. Enligt Ovning 1.5 géller att OD = $OA + 0B, OE = 0B + 30C, OF = 0C + ;0A.Om P
betecknar tyngdpunkten av triangeln DEF, sa far man ur Exempel 1.10 att

!

3
o I

&
S

— - = 1{(2— 1= 2— 11— 2—> 1=
OP = —(OD + OF + OF) = —((—0A+ —OB) t (—OB 4 —oc) 4 (—oc t —OA))
3 3\\3 3 3 3 3 3

—. =

1,— —
= E(OA+OB+OC) = OM,

ddr M dr tyngdpunkten av triangeln ABC. Saledes MP = 0och tyngdpunkterna sammanfaller.
8. (a) Antag att Mup och Mcp dr mittpunkterna pa striackorna AB respektive CD. D4 blir

_— 1 — — _— 1 — —
OMyp = E(OA +OB) och OMcp = E(OC + OD).
Mittpunkten av strickan MagMcp uppfyller
_— 1] —— — 1, = — 1,2 =2 1 - 5D 5 —
OM = E(OMAB + OMcp) = E(E(OA + OB) + 2(OC + OD)) = Z(OA + OB + OC + OD).

(b) Det finns 3 olika kantpar: AB & CD, AC & BD, AD & BC. (Rita en figur!)
—
(c) Man far modifiera utrakningen av vektorn OM sé att de andra tva kantpar anvinds, vilket
—
kommer att ge samma uttryck for OM.
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Kapitel 2

1. (a) (O’ 4)) (b) (_3’ _5)) (C) (9’ _1); (d) (89 _4) 2. (2, 2) 3. (1’ 1)
4.x=-1,y=-2,dvs,u=-v-2w 5.(-8,7,-9) 6.(1,-1,2)

7.x =3,y = —4,d.v.s.,u = 3v — 4w 8. Nej 9.a=-4

10.(a)t =0ellert=2; ()t=1 ()t=3 11.(a) V14; (b)V3: (¢)3

12.u= (3,5 Yelleru= (3, F, 3

13. (a) 63 N i riktningen (1,1,1), (b) 8,70N i 28,3° med avseende pa G-axeln 14.R = (5,7)
15.u = (2,3,4),v = (-1, -14,-12),w = (-1, 11, 8) 16.(a) (2,1,1); (b) (21, L0 =4
17. Nej, punkterna ligger i en linje. 18.(2,1,2) 19. V2 i alla tre fallen

20. Avstandet mellan varje par av punkter dr V2 le., vilket gor att triangeln ar liksidig.
21.(3,-2) eller (1, —4) eller (-1, 4) 22.Ja 23.(1,2, D) eller (2,2,4) eller (3,3, 2
Kapitel 3

L.@1 BV ©o D35 (e)-1L

2.(@)0 =135° (b)0=30° (c)f =090 (d)O=180° (e)0 =0

3.(a) 0,9063; (b) —0,9063; (c)53,1°; (d)126,9° = 180° — 53,1°.

4. Alla érortogonala  5.(a) 90% (b) 45% (<) cos™!(3) ~ 44,4° 6. cos™! (7 75=)128,0°
7.(@) —4; (b)3V3; (c)oeller—6v3; (d)—4+3v3 8.(a)15; (b) V11

9.T.ex.(a) (3,2); (b) (0,1,2). Allmint: (a) (3k, 2k), ddr k € R; (b) (x,y, 1,5x +2y),ddr x,y € R
10.t = Oellert = ; 11.(a)8J; (b)oJ; (c)-3]J

12. lu+vf’—lu—vl>=((u+v)e(@+v)) - (u=-v)e+(u-v))

=(ueu+2uev+vev)—(usu—-2usv+vev)=4dusv.
13. cos M (£) ~ 151,0°
14. Nej. Likhetenu « v = u « wir ekvivalent med u « (v—w) = 0, sa det rdcker att vilja tva skilda
vektorer v och w sadana att vektorn v — w &r vinkelrédt mot den givna vektorn u.
15.Ja. Likhetenu « v = u « w ir ekvivalent med u « (v—w) = 0. Sitter manu = v —w, sd fir man
att [v — w|? = 0, vilket innebér att v—w = 0 och sd v = w.
16.cos™ (;7=) ~36,6°  17.Dendr90°.  18.v= (2V3, -2,-2V2)
19. Ja, vinkeln vid (-1, 4, 2) 4r rit. 20.(a)3Le.; (b)V2le.
21. Lat K beteckna skdrningspunkten av hojderna dragna fran hornet A respektive fran hornet B.
—_ = —_ = — —
D4 dr AK L BC samt BK L AC.Om man visar att CK 4r vinkelridt mot sidan AB, s& innebar det
att dven den tredje hojden gér igenom punkten K och sé blir K gemensam skdrningspunkt av alla

- = = — = s = =
hojderna. Eftersom AB = AC + CBoch CK = CA+ AK = CB + BK, sd ér

_ s s > = = e S N S S S {
CK+AB=CK+AC+CK +CB=(CB+BK)+AC + (CA+AK) + CB

e S e I e e S S — =
=CB«AC+BK+AC+CACB+AKCB=0 = CK L AB
———— e e
oz
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