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NBAMOO: Naturvetenskapligt basar - Matematik, del 1

Uppgift 1. (a) Potenslagarna medfor att
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(b) Logaritmlagarna ger att
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Uppgift 2. (a) Enligt Pythagoras sats (eller avstandsformeln) dr

|AB| = (2-52+(3-3)2+(6-22=Vo+0+16=V25=51e.

(b)v=AB="B—A"=(2-5,3-3,6-2) = (3,0, 4).
(c) Skaldrprodukten definieras av formelnu « v = |u| |v| cos 6. Fran den kan man [3sa ut cos 6 och
saledes vinkeln 6.
uev=(2-1,2)¢(-3,0,4)=2-(-3)+(-1)-0+2-4=—6+0+8=2.
lul = V22 + (12 +22=Va+1+4=V9=31e,
|v| = |AB| =5 l.e.

Nar dessa vdrden sitts in i skaldrproduktens definition, s& fis att 2 = 3 - 5 cos 0, vilket ger att
cos§ = Z. Séledes dr den efterfrégade vinkeln 6 = arccos(%).

Uppgift 3. Antag att A, B och C betecknar punkter pa cirkeln enligt figuren nedan.

Triangeln AMC ér likbent eftersom sidorna AM och MC har lingden lika
med cirkelns radie. Det innebdr att vinklarna ZCAM och ZMCA &r lika stora,
alltsa r. Vinkelsumman i en triangel 4r 180° och sa kan man berédkna

A

|/AMC| = 180° — |LCAM| — |/MCA| = 180° — 2r.
c Vinkeln /AMB &r rak, sa vinklarna m och ZAMC &r sidovinklar. Saledes

m = 180° — |LAMC| = 180° — (180° — 2r) = 2r.
Svar:m = 2r.



Uppgift 4. (a) Eftersom 2 ér en av rétterna, 4r polynomet pd VL delbart med (x — 2). Polynomdi-
visionen ger att (2x> + x> — 8x + 3) + (x — 2) = 2x” + 4x — 2. Det &terstér att 16sa ekvationen
2x? + 4x — 2 = 0 som ekvivalent kan skrivas x? + 2x — 1 = 0. Enligt p, g-formeln l8ses denna ekva-
tion av x = —1 + V2. Den givna ekvationen 4r en tredjegradare och si ska det finnas tre 16sningar.
Ekvationen &r saledes fardiglost.

Svar: Ekvationen l6ses av x = 3/2 och x = —1 + V2 samt x = —1 — V2.

(b) Olikheten kan 16sas genom att sammanstélla ett teckenschema. Nollstéllena 4r x = 3/2 och

x = 51itéljaren samt x = —1 i ndmnaren. Teckentabellen blir
x -1 3/2 5
2x—3 | -] - |-| 0 [+]+]+
5—x + + + + + 10| -
x+1 - 0 + + + |+ |+
2x=3)(5—
% + é _ 0 +|0| -

I teckentabellen avldses att olikheten uppfylls dd x < —1eller 3/2 < x < 5. Ifall intervallbeteck-
ningen anvinds sa blir 16sningsmingden (—oo, —1) U [3/2, 5].

Uppgift 5. Ekvationen tolkas m.h.a. kvadratkomplettering:

VeI=x*+y*+2x—2y—-3=x*+2x+1>-1*+¢y* -2y +1*-1* -3 = (x + 1)* + (y — 1)* - 5.
S—— ~—— ———
(x+1)2 (y-1)?

Kurvans ekvation ar alltsd (x + 1) + (y — 1) = 5.
(a) Kurvan ir en cirkel med medelpunkten (-1, 1) och radien V5.

* 1
Medelpkt (-1, 1)

0

(b) Riktningskoefficienten dr k = ﬁ—z = =1 = 1. Enpunktsformeln ger

1
(y—O)za(x—Z) = y:%—l & x-2y-2=0.

(c) Antalet skdrningspunkter mellan linjen och kurvan behéver bestimmas. Sitt iny = 7 — 11
cirkelns ekvation:

2 x2
(x+1)2+((§—1)—1) =5 & x2+2x+1+?—2x+4:5

5x2 5
= T+5:5 S x =0 & x=0.

Nir detta virde pa x sitts in i linjens ekvation, fds y = 3 — 1 = —1. Det finns alltsd endast en

skdrningspunkt (och dess koordinater dr (0, —1)), varfor linjen &r en tangentlinje till cirkeln.



Uppgift 6. Enligt uppgiften dr n(92) = 25, vilket ger oss ekvationen

1 1 —Iln2
5082 =25 o fF=2 o 92k:ln(—) © 9%2k=-In2 © k= :
2 2 92
Uppgift 7.
B
(a) Lingden av diagonalen AC kan berdknas m.h.a. cosinussatsen i triangeln ABC:
|AC|* = |AB|* + |BC|* - 2|AB| |BC| cos j8
1
|AC|* = 8* + 5% —2-8-5c0s 60° :64+25—80-E = 89 — 40 = 49.
Saledes 4r |AC| = V49 = 7 Le.
(b) Vinkeln vid hérnet D kan berdknas m.h.a. cosinussatsen i triangeln ACD:
|AC|* = |CD|? + |DA|* - 2|CD| |DA| cos §
15 -1
72 =5"432-2.5.3c0s8 & 49=34-30c0sS & COsd = -7

Saledes 4r § = 180° — 60° = 120° = %7‘[ (radianer).

Uppgift 8 (Nya uppligget). (a) Rakneoperationerna for komplexa tal ger att
3—4i —3+11i  —9+33i+12i — 44> -9 +45i—44(=1) 35+45i _ 5(7 + 9i)

2—i 1+3i 2+6i—i—3i%  2+5i—-3(-1)  5+5i  8(1+i)
L7490 1-i  7-7i+9i -9 7+2i-9(-1) 16+2i
C1+i 1-i 12 — 2 1-(-1) 2

(b) HL pa polar form blir —16 = 16(—1 + 0i) = 16(cos 7 + i sin 7r) = 16e'”. Ekvationen z* = 16e'”
har fyra 16sningar:

7 = ‘4/16 ei(ﬂ'+k2ﬂ')/4 — 26i(n/4+k7r/2)’ k=0,1,2,3.

Nir man satt in konkreta virden pé k, kan l6sningarnas rektanguldra form bestimmas:

, T T

k=o0: z1:26’”/4:2(cosz+isinz):\/§+i\/§,
. 3 3

k=1 22:26’3”/4:2(c057+isin7) = V2 + iV,
: 51 51

k=2: Z3 :26’5”/4=2(c057+isin7) = V2 -iV2,

. 77 77
k=3: 24:26’7”/4:2(c057+isin7) = V2 - iVa.



Uppgift 8 (Gamla uppldgget). (a) Griansvirdet dr av typen 0/0 som kan berdknas m.h.a. standard-
gransvirdet sinz/z — 1daz — 0.

5x 5x cos 7x 7x 5x 5 5 .
= — = — - — .cos7x > 1-—-cos0 == dax—o0.
tan 7x sin 7x sin 7x 77X  ~—— 7 ~—~— 7
" —~— co0s0 =1

(b) Grinsvirdet dr av typen (co—oc0)/co som kan berdknas genom att forldnga braket med téljarens
konjugat. Dominerande potenser av x bryts ddrefter ut och forkortas.

Vet +axd —Vxt 41 Vat+ad+Vxi+1 . (T rax’) - (x4 1)
x+5 Vet +43 +Vxt+1 (x4 5)(Vxd + 43 + Vxd + 1)
Pl 2) -2

X(1+§)-\/F(\/1+§+\/1+x—{,) i (1+§)-(\/1+§+\/1+x—14)
10 é=2 ddx — oo,

~ (1+o)(\/1+0+\/1+0):2




