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Gränsvärden

1. Beräkna

lim
x→0

√
3x+ 1−

√
x+ 1

sin 2x
(171017)

2. Beräkna

lim
x→0

sinx2√
2x2 + 4−

√
x2 + 4

(180104)

3. Beräkna

lim
x→5

√
x+ 4−

√
x2 − 16

25− x2
(180605)

Derivator

4. Derivera f(x) = e4x+tanx√
x

(ÖT 1)

5. Derivera f(x) = x
cos(2x)

(ÖT 2)

6. Derivera f(x) = sinx+xe2x

x2
(170225)

7. Derivera f(x) = 3 cosx
(2x+1)4

(170608)

8. L̊at f vara en funktion s̊adan att f(−2) = 3 och f ′(−2) = 2. Sätt

g(x) =
√

10− (f(x))2

och beräkna g′(x) och g′(−2). (180109)

9. Derivera f(x) = ln(e3x tanx). (180224)

10. Derivera f(x) = 1+x2 cosx
x3

. Förenkla svaret. (180608)

Tangenter och normaler

11. Bestäm en ekvation för tangenten till kurvan y = 7x−1
x+2

i den punkt där kurvan
skär linjen y = 2. Bestäm även en ekvation för normalen till kurvan i samma
punkt. (ÖT 1)

12. Bestäm en ekvation för tangenten till kurvan y = sin(cos 2x) i den punkt där
x = π/4. (170110)

13. Bestäm en ekvation för tangenten till kurvan y = ln(cos x) i den punkt där
x = π/4. (170225)

14. Bestäm en ekvation för tangenten till kurvan y = 4x+1
x−3 i den punkt där kurvan

skär linjen y = −9. Bestäm även en ekvation för normalen till kurvan i samma
punkt. (170608)



15. Bestäm en ekvation för tangenten till kurvan y = ln(3x2 − 2x − 1) i den punkt
där x = −1. Bestäm även en ekvation för normalen till kurvan i samma punkt. (180109)

16. Bestäm en ekvation för tangenten till kurvan y = 5x+2
x−2 i den punkt där kurvan

skär linjen y = 11. (180224)

17. Bestäm en ekvation för tangenten till kurvan y = ln(sin x) i den punkt där x =
π/6. Bestäm även en ekvation för normalen till kurvan i samma punkt. (180608)

Optimering

18. Kurvan y = 2 cosx, 0 ≤ x ≤ π
2
, är given. Av alla rektanglar, som har ett hörn

i origo, en sida p̊a positiva x-axeln, en sida p̊a positiva y-axeln och ett hörn p̊a
givna kurvan, är det en som har störst omkrets. Beräkna denna största omkrets.
Av lösningen ska det framg̊a att den funna omkretsen verkligen är den största. (ÖT 1)

19. Finn den rätvinkliga triangel med area 2 a.e. som har kortast hypotenusa. Av
lösningen ska det framg̊a att den funna triangeln verkligen har kortast möjliga
hypotenusa. (ÖT 2)

20. Beräkna största möjliga area av en rektangelformad hage där en sida utgörs av
en (obegränsat l̊ang) rak flod och övriga tre sidor utgörs av 100 meter staket (dvs
summan av de tre staket-sidornas längder är 100 meter). (170110)

21. Kurvan y = 4/x2, x > 0, är given. Av alla rektanglar, som har ett hörn i origo,
en sida p̊a positiva x-axeln, en sida p̊a positiva y-axeln och ett hörn p̊a givna
kurvan, är det en som har minst omkrets. Beräkna denna minsta omkrets. Av
lösningen ska det framg̊a att den funna omkretsen verkligen är den minsta. (170225)

22. Kurvan y = 12−x2, x ≥ 0, är given. Av alla rektanglar, som har ett hörn i origo,
en sida p̊a positiva x-axeln, en sida p̊a positiva y-axeln och ett hörn p̊a givna
kurvan, är det en som har störst area. Beräkna denna största area samt i vilken
punkt p̊a kurvan som rektangeln med störst area har ett hörn. Av lösningen ska
det framg̊a att den funna arean verkligen är den största. (170608)

23. Produkten av tv̊a positiva tal x och y är 49. Beräkna minsta möjliga värdet av
summan x + 9y. Av lösningen ska det framg̊a att den funna summan verkligen
är den minsta möjliga. (180109)

24. Man vill bygga en pl̊atl̊ada (utan lock) med volymen 4 liter med s̊a liten pl̊at̊at-
g̊ang som möjligt. Om man vill ha bottenytan kvadratisk vilka m̊att ska man d̊a
ha p̊a l̊adan? (180608)

Kurvkonstruktioner

25. Funktionen f(x) = 4(x−1)2
(2x−1)(x−2) är given. Undersök med hjälp av derivatan, och

teckenschema, i vilka intervall som f(x) växer respektive avtar och redovisa före-
kommande lokala extrempunkter och terrasspunkter. Rita kurvan y = f(x) och
redovisa förekommande v̊agräta respektive lodräta asymptoter till kurvan. (ÖT 1)

26. Rita funktionskurvan f(x) = 2x
2+x2

och redovisa med hjälp av teckenschema fö-
rekommande lokala extrempunkter och terrasspunkter. Redovisa även eventuella
v̊agräta och lodräta asymptoter till kurvan. (ÖT 2)



27. Undersök med hjälp av derivatan, och teckenschema, i vilka intervall som funk-
tionen

f(x) =
x2

4− x2
är växande respektive avtagande och redovisa förekommande lokala extrempunk-
ter och terrasspunkter. Bestäm förekommande v̊agräta respektive lodräta asymp-
toter till kurvan y = f(x) samt rita kurvan. (170110)

28. L̊at f vara funktionen f(x) = x−3
x2−9 .

(a) Bestäm definitionsmängden till f . Derivera f(x) och gör ett teckenschema,
av vilket det ska framg̊a i vilka intervall f är avtagande respektive växande.

(b) Redovisa, med hjälp av teckenschemat, förekommande lokala extrempunkter
till f .

(c) Bestäm eventuella lodräta asymptoter till kurvan y = f(x). Motivera!

(d) Bestäm eventuella v̊agräta asymptoter till kurvan y = f(x). Motivera!

(e) Rita kurvan y = f(x). Tänk p̊a att alla resultat ovan bör framg̊a i grafen. (170225)

29. L̊at f vara funktionen f(x) = x2

x2−2 .

(a) Bestäm definitionsmängden till f . Derivera f(x) och gör ett teckenschema,
av vilket det ska framg̊a i vilka intervall f är avtagande respektive växande.

(b) Redovisa, med hjälp av teckenschemat, förekommande lokala extrempunkter
till f .

(c) Bestäm eventuella lodräta asymptoter till kurvan y = f(x). Motivera!

(d) Bestäm eventuella v̊agräta asymptoter till kurvan y = f(x). Motivera!

(e) Rita kurvan y = f(x). Tänk p̊a att alla resultat ovan bör framg̊a i grafen. (170608)

30. L̊at f vara funktionen f(x) = x+2
x2−4 .

(a) Bestäm definitionsmängden till f .

(b) Derivera f(x) och gör ett teckenschema, av vilket det ska framg̊a i vilka
intervall f är avtagande respektive växande.

(c) Redovisa, med hjälp av teckenschemat, förekommande lokala extrempunkter
till f .

(d) Bestäm eventuella lodräta asymptoter till kurvan y = f(x). Motivera!

(e) Bestäm eventuella v̊agräta asymptoter till kurvan y = f(x). Motivera!

(f) Rita kurvan y = f(x). Tänk p̊a att alla resultat ovan bör framg̊a i grafen. (180109)

31. Ge exempel p̊a en kurva y = f(x) s̊adan att x = −4 är en lodrät asymptot och
y = 6 är en v̊agrät asymptot. (180224)

32. Bestäm lokala extrempunkter och inflexionspunkter till funktionen

f(x) =
x

x2 + 3

och ange p̊a vilka intervall funktionen är konvex respektive konkav. Motivera
dina slutsatser med hjälp av teckenscheman för f ′(x) respektive f ′′(x). Skissa
funktionens graf. (180224)

33. L̊at f vara funktionen f(x) = x2

x2−9 .



(a) Bestäm definitionsmängden till f .

(b) Derivera f(x) och gör ett teckenschema, av vilket det ska framg̊a i vilka
intervall f är avtagande respektive växande.

(c) Redovisa, med hjälp av teckenschemat, förekommande lokala extrempunkter
till f .

(d) Bestäm eventuella lodräta asymptoter till kurvan y = f(x). Motivera!

(e) Bestäm eventuella v̊agräta asymptoter till kurvan y = f(x). Motivera!

(f) Rita kurvan y = f(x). Tänk p̊a att alla resultat ovan bör framg̊a i grafen. (180608)

Integraler

34. Beräkna
∫ (

2
x
√
x

+ 6 sin(3x)
)
dx. (ÖT 1)

35. Beräkna
∫ 2

1
(3x2 − 3

√
x) dx. (ÖT 2)

36. Beräkna
∫ (

2
x

+ 6 cos 2x
)
dx. (170110)

37. Beräkna
∫ (

2√
x
− sin 3x

)
dx. (170225)

38. Beräkna
∫ (

1
3x2/3

+ e2x
)
dx. (170608)

39. Beräkna
∫ (

1
x2/5

+ cos(3x)
)
dx. (180224)

40. Beräkna
∫ (

1
x

+ 3
x
√
x

)
dx. Förenkla svaret. (180608)

Areor

41. Omr̊adet som begränsas av kurvorna y = 4
x2

och y = 2 + 3
√
x samt av linjerna

x = 1 och x = 4 är givet. Rita en skiss som visar ungefär hur omr̊adet ser ut och
beräkna omr̊adets area. (ÖT 1)

42. Omr̊adet som begränsas av kurvan y = 4
x
, 1 ≤ x ≤ 4, samt av kurvans normal i

punkten (1, 4) och kurvans tangent i punkten (4, 1) är givet.

(a) Beräkna koordinaterna för skärningspunkten mellan normalen och tangen-
ten.

(b) Rita omr̊adet och beräkna dess area. (ÖT 2)

43. Rita omr̊adet som begränsas av kurvorna y = x2 och y = 2 + x och beräkna
omr̊adets area. (170110)

44. Rita omr̊adet som begränsas av positiva x-axeln, kurvan y = x2 och linjerna
y = 2− x och y = 6− x. Beräkna omr̊adets area. (170225)

45. Beräkna arean av det omr̊ade som begränsas av kurvorna y = x2 och y = 1/x
samt linjerna x = 1/2 och x = 2. Rita en skiss av omr̊adet. (170608)

46. Rita omr̊adet som begränsas av kurvorna y = 4−x2 och y = 2x+1 samt beräkna
omr̊adets area. (180109)



47. Rita omr̊adet som begränsas av linjen x = −1 och kurvorna y = x och y = 8
x+2

samt beräkna omr̊adets area.
När du ritar kurvan y = 8

x+2
behöver du bara ta med hur den ser ut för x > −2,

eftersom den delen med x < −2 inte p̊averkar omr̊adet som efterfr̊agas. (180224)

48. Rita omr̊adet som begränsas av kurvan y = 1/x och linjerna y = 2 och x = 3.
Beräkna omr̊adets area. (180608)

Differentialekvationer

49. Bestäm den allmänna lösningen till differentialekvationen

y′ − xy = x

Bestäm även den lösning som uppfyller begynnelsevillkoret y(0) = 1. (ÖT 1)

50. Bestäm konstanten a s̊a att funktionen f(x) = sin(e2x) blir en lösning till diffe-
rentialekvationen

y′′ − 2y′ + 4e4xy = a (ÖT 2)

51. Bestäm den allmänna lösningen till differentialekvationen

y′ + 3x2y = e−x
3

Bestäm även den lösning som uppfyller begynnelsevillkoret y(0) = 1. (170110)

52. Bestäm konstanten a s̊a att funktionen f(x) = ln(cosx) blir en lösning till diffe-
rentialekvationen

y′′ − y′ tanx = a (170225)

53. En f̊agelunge faller fr̊an en hög klippa. L̊at v(t) beteckna fallhastigheten i m/s
efter tiden t sekunder. Fallrörelsen kan förenklat beskrivas med följande differen-
tialekvation

v′(t) + 5v(t) = 10

(a) Bestäm fallhastigheten v(t) och utg̊a ifr̊an att fallhastigheten är noll d̊a
t = 0.

(b) Beräkna (exakt) hur l̊angt f̊agelungen fallit efter 4 sekunder, samt avrunda
svaret till hela meter. (170608)

54. Bestäm den allmänna lösningen till differentialekvationen

xy′ − y = x2 sinx

Bestäm även den lösning som uppfyller begynnelsevillkoret y(π
2
) = π. (180224)

Blandat

55. Visa att funktionen f(x) = 2ex − x− 1 saknar nollställen. (ÖT 2)

56. Visa att olikheten
2 sinx+ tanx > 3x

gäller d̊a 0 < x < π/2. (170110)



57. L̊at funktionen f(a) vara definierad som den bestämda integralen

f(a) =

∫ 1

0

(aeax − a) dx

Beräkna största och minsta värde till f(a) d̊a −1 ≤ a ≤ 1. (170225)

58. Man vet att f ′(x) − tanxf(x) = 2 sin x för alla x i ett litet intervall runt x = 0
samt att f(0) = 0. Bestäm f genom att lösa differentialekvationen, och visa att
f har lokalt minimum för x = 0. (180109)

59. I vilken punkt p̊a kurvan

y =
1

1 + x2

har tangenten störst positiv lutning, dvs störst riktningskoefficient? Motivera att
det verkligen finns en s̊adan punkt p̊a kurvan. Hur stor är denna lutning? (180224)

60. L̊at funktionen f(a) vara definierad som den bestämda integralen

f(a) =

∫ a

0

(cosx+ 1/2) dx

Beräkna största och minsta värde till f(a) d̊a 0 ≤ a ≤ 2π. (180608)


