DISKRET MATEMATIK D3

vT 02

Kantmatriser och viigmatriser
Lat G vara en riktad graf med noder zi1,zo9,...,z,. Kantmatrisen till G &r
matrisen

a1 a2 -+ Qlp

as1 Gz - G2,
Kg = . ;

apl Qp2 -+ Gpp

dér a;; = 1 om G har en riktad kant fran z; till z;, och a;; = 0 annars.

Exempel:
o1 > T4 010
0 1 0
s Ke=|(0 1 0
0 0 1
0 00
Z2 < T3

Om man multiplicerar K med sig sjilv far man

bir b2 -+ bis 01 101

bor bya -+ bos 0 10 11

K% = =]0 1111
01 01 1

bsi bz -+ bss 0010 0

Funderar man pa saken en stund (gor det!) kan man se att 1:an pa plats (1,3),
d.v.s b1z = 1, innebér att det finns en riktad vdg av lingd 2 fran z; till 3, d.v.s
en foljd av tva riktade kanter, fran z till x; respektive fran zy till z3, dir z &r
ndgon av noderna i G. Ndmligen, att bj3 = 1 beror pa att ndr vi multiplicerade
K¢ med sig sjélv, da fick vi b1z = ai1a13 + a12a23 + a13a33 + a14a43 + a15a53 =
0-0+1-0+0:04+1-140-0=1. Med andra ord s& var det nir vi multiplicerade
ihop a14 och a43 som vi fick 1, och alla andra termer blev 0. Att a4 = 1 och
a43 = 1 betyder, enligt definitionen av K¢, att det finns en riktad kant fran x;
till z4 respektive fran x4 till x3, vilket innebér att det finns en riktad vig av
langd 2 frén z; till x3.

Upprepar vi det hir resonemanget ser vi att i

€11 Ci2 -t C15
3 Co1 Co2 -t C25

C51 Cs52 - Cs5
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ar cgs = 2, vilket motsvarar att det finns tva riktade vagar av lingd 3 fran 3
till z5. Dessa vigar ar z3 — z9 — T9 — x5 respektive x3 — x4 — T3 — 5.
Observera att den forsta av dessa tva vdgar snurrar runt ett varv pa églan vid
To, vilket &r tillatet enligt var definition av riktad vig. Den andra vigen &r ocksa
lite virrig, eftersom den forst gar till z4 och sen tillbaka till 3 innan den gar
till malnoden z5.

Om man raknar KE’; genom att multiplicera Ké - K ser man att ¢35 1 Kg’; blir
2 dirfor att 1:orna pa platserna (3,2) i K% och (2,5) i K¢ respektive l:orna pa
platserna (3,3) i K% och (3,5) i K¢ multipliceras ihop och bidrar med var sin
etta till summan 2 = ¢35 i K2. Att multiplicera ihop l:orna pa platser (3,2) i
K2 och (2,5) i K motsvarar att man liégger ihop vigen av lingd 2 fran z3 till
x9 och vigen av lingd 1 (kanten) fran z, till z5 for att fa vigen av lingd 3 fran
I3 till Zs5.

I allménhet kan man anvinda samma argument for att visa att elementet pa
plats (i,7) i K¢ &r lika med antalet vigar av langd n fran z; till z; i G.

Om vi nu bara dr intresserade av att veta om det finns en vig av lingd n fran
x; till z;, men inte bryr oss om hur ménga, da kan vi istéllet for K7, ta fram
den n:te booleska potensen av Kq, dir varje positivt element i K¢, ersdtts med
1. M.a.o s& utfor man matrismultiplikationen s& att 1+ 1 = 1.

Vill vi veta mellan vilka par av noder det finns nagon vég, oavsett ldngd, da
kan vi ta alla booleska potenser av K och addera dessa booleskt, d.v.s addera
alla element pa plats (4, j) enligt regeln 1+1 =1 for att fa fram elementet (,7) i
vagmatrisen Vg for G. Om det finns ndgon vag mellan z; och z; i en graf G, d&
méste det finnas en vig av langd hogst n dir n &r antalet noder i G (varfor?).
Det récker darfor att addera de forsta n booleska potenserna av K for att fa
fram vigmatrisen V. Alltsa har vi

Voe=KeoKZoKZ®---0 K
dér @ &r booleskt plus och K™ dr den m:te booleska potensen av K.
Exempel: Fér G som ovan har vi

Vo=KcoKF oK oKF oKy =

01 010 01 1 01 01 011
01 0 01 01 011 01 1 11
01 011]®]01 111|011 11|
00100 01 011 01 1 11
00010 00100 01011
01 1 11 01 1 11 01 1 11
01111 01111 01111
/!0 111 1|]0 1 11 1|=]01111
01 1 11 01 1 11 01 1 11
01111 01 1 11 01 1 11

vilket Gverensstdmmer med att det finns en vdg mellan varje par av noder,
forutom att det finns inga viigar till z1. Observera att Kt = K = Vg och att
faktiskt Vg = K7 @ K. Kan du férklara detta?



