INKLUSION-EXKLUSIONSPRINCIPEN MEDELST
GENERERANDE FUNKTIONER

ANDERS CLAESSON

Foljande variant av Inexprincipen (inklusion-exklusionsprincipen) &r i allt visentligt
identisk med den som Wilf ger i [1, s 110]. Lat 2 vara en dndlig mingd och antag
att vi dr givna en samling egenskaper {R;}ics, dir R; C Q. Vi séger att w € Q har
egenskapen R; om w € R;. Den kvantitet, f(k), vi vill finna &r antalet objekt i
med exakt k egenskaper. Notera att |N;cr R;| rdknar antalet objekt som &tminstone
har egenskaperna {R;};cr och sitt

g(k) = > | Nier Ri
IcJ
[I]=k
D4 det vanligtvis &r lattare att finna g dn f vill vi uttrycka f i termer av g. Om vi
definierar I(w) = {i : w € R;}, s& kan vi skriva g(k) pa foljande vis

gk) = DY Y 1
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Saledes bidrar varje objekt som har exakt n egenskaper med (Z) till g(k). Eftersom
det finns f(k) objekt med exakt k egenskaper har vi visat

Lat G(z) = Y, g(k)z* och multiplicera uttrycket ovan med z* samt summera 6ver

k. Da far vi
6@ = S X (})sma*
k n
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Alltsd &r G(z — 1) en genererande funktion for {f(n)},.

Problem 1. Visa féljande identitet for Stirlingtalen av andra slaget:

EIS(nk) =Y (=1)f (k> (k="
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Losning. En k-pseudopartition av en mingd M &r en familj, # = {By,..., B}, av
parvis disjunkta delmingder till M sadana att M = U;B;. Lat Q vara mingden
av alla ordnade k-pseudopartitioner av [n] och sitt R; = {m € @ : B; = 0}. Med
notation som ovan har vi

k
o) = Y Iover Rl = () o=y
Icz[k] "
[T]=r
Den sista likheten foljer av att det finns en naturlig bijektion mellan stréngar av
langd n i alfabetet [k]\ I och ordnade k-pseudopartitioner av [n] sddana att B; = ()
for varje i € I. Lat G(z) = )_, g(r)z", da &r G(z — 1), enligt inexprincipen, en
genererande funktion for antalet w € Q0 med exakt r tomma block. Speciellt raknar
den konstanta termen i G(z—1) antalet 7 € Q sddana att inget block i partitionen &r
tomt, d.v.s. antalet ordnade k-partitioner av [n]. Alltsa har vi k!S(n, k) = G(-1),

d.v.s.
k!S(n, k) = Z(—l)" (’;) (k—a)"

|
Problem 2. Lt S(n, k) och A(n, k) vara Stirlingtalen respektive de Eulerska talen.
Visa att
Alnyi) = (=pm ki (™ ) k18, k)
) - i b
Lisning. Lat m = {Bs,... , By} vara en ordnad partition av [n] och lista elementen

i partitionen s att element tillhérande samma block &r skrivna i fallande ordning.
P4 s& vis kan vi tolka m som en unik permutation T = a1 ---a, i S,. Vi séger att i
ar ett inre fall i 7 om ¢ &r ett fall och det finns nagot block B; sa att a;,a;+1 € Bj.
Notera att 7 har n — k inre fall om och endast om 7 ar en ordnad k-partition.
Vidare observerar vi att givet T och en indexméngd I innehallande de inre fallen i
T, s& kan vi rekonstruera 7. Lat R; vara mangden av alla permutationer i S,, med
ett fall pa plats ¢, da har vi visat

gln—k)= > |Nicr Ri| = k!S(n, k)
IC[n]
[I|=n—k

Om G(z) = Y, g(k)z*, sd & G(z —1) enligt inexprincipen en genererande funktion
for antalet permutationer med exakt k fall, d.v.s.

Glz-1)= ZA(n,z')x"

men vi har ocksa

Glz-1) = Z k'S(n, k)(z — 1)k
k
33 kIS(n,k) (” B k) gi(—1)n—hi
k i
; ;(—1)"—'9—1' (" ; k) k1S (n, k)

vilket implicerar

Ay = 3014 (" P wisn )
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Problem 3. Lat ¢t vara antalet partitioner av [2n] med k block som alla har ett
jamnt antal element. Da dar

Bop =Y (=1)"Fklck
k
dar E,, ar det m:te Eulertalet, d.v.s. antalet alternerande permutationer i S,,. Ge

ett bevis for ovanstdende identitet. Beviset skall ocksd (med en liten modifiering)
ticka foljande identitet:

Bopo1 =Y (-1 F(k— 1)k
k

Losning. Lat

M ={a1--- a2, € Sap 1 G2i—1 > ag; for varje i € [n]}
och associera till varje i € [n — 1] en méngd R; = {mw € M : as; > asi+1}. Tagen
godtycklig ordnad k-partition 7 av [2n] sidan att varje block &r av jamn storlek.
Lista elementen i partitionen si att element tillhorande samma block &r skrivna i
fallande ordning. D4 ser vi att m bestimmer en permutation 7 i M. P& liknande

satt som i l6sningen till problem 2 finner vi en bijektion (I,7) — m, ddr 2I &r
méngden av jimna inre fall i 7. Déirav foljer

g(n—k): Z |ﬂie1Ri|=k‘!Cﬁ
1€
[I|l=n—k

Om
G(z) = Zg(k)x’“ = Zk!cﬁm”*k
k k

s dr G(z — 1) enligt inexprincipen en genererande funktion f6r antalet 7 € M med
exakt k jamna fall. Speciellt bestims antalet alternerande permutationer av den
konstanta termen i G(x — 1). Alltsd har vi visat

Bop = (=1)"Fklck
k
Av ovanstaende foljer ocksé
Es,_ 1 = Z(—l)”ik(k’ — 1)'02
k

Ty 14t en partition av [2n] med & block som alla har ett jimnt antal element vara
given. Identifiera det block som innehéaller talet 2n och ta bort det fran det blocket.
Bilda nu en ordnad partition genom att ge det block som tidigare innehdll 2n index
k och tilldela de 6vriga blocken var sitt index ur [k — 1]. Folj sedan det tidigare
givna beviset. O

REFERENSER

[1] Herbert S. Wilf, Generatingfunctionology, Academic Press, 1994.

MATEMATISKA INSTITUTIONEN, CHALMERS TEKNISKA HOGSKOLA OCH GOTEBORGS UNIVERSITET,
412 96 GOTEBORG, E-postadress: claesson@math.chalmers.se



