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FORORD

Hela denna uppsats skall viisentligen ses som ett forsék att svara pa en enda
fraga, ndmligen: Vad dr en mdngd? Ett naivt svar skulle kunna vara att
en mingd ar en samling objekt. Detta ar dock alltfor oprecist och leder till
paradoxer. Ett svar man kan ge &r att méngder &r de objekt som tillhor
den s& kallade kumulativa hierarkin; vi kommer att se att Zermelo-Fraenkels
aziom (ZF) &r sanna i den kumulativa hierarkin.

Om man i likhet med Platon tror att matematiska objekt har en verklig ex-
istens, sd kanske man fragar sig om ZF ger en korrekt och fullstdndig bild av
vart mangduniversum? Den hir typen av fragor kommer inte att diskuteras
i uppsatsen. Jag vill dock ndmna ett fér Platonister vanligt forhallningssétt
till ZF: Vi kan se ZF som ett instrument som tilliter oss att se &tminstone
vissa delar av det verkliga méngduniversumet. Klart ar att det finns ut-
sagor som varken kan bevisas eller vederldggas fran ZF, t.ex. den vilkidnda
kontinuumhypotesen.

Den avsedda ldsaren har studerat matematik p& universitetsnivd och har
helst ocksa viss kdnnedom om logik. Appendix A innehaller en mycket kort-
fattad genomgang av forsta ordningens predikatlogik. Dock skall innehéllet
i appendix A ej ses som ett forkunskapskrav, utan uppsatsen ar dmnad att
vara lisbar dven med ett minimum av forkunskaper i logik.

TAcK!

Jag vill tacka min handledare Jan Smith, for alla insiktsfulla rad och for det
stod och den uppmuntran han givit mig under arbetets gang.
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1. MANGDLARANS FUNDAMENT

1.1. Axiomen. Vi skall hir bekanta oss med Zermelo-Fraenkels axiom (ZF)
for méngdlaran. Axiomen kommer att formuleras i ett forsta ordningens
sprak!, vars enda primitiva symboler #ir de tvastilliga predikaten = och €.
En tolkning, sig U, av méngdlarans sprak definieras av en icke-tom domén
over vilken variablerna avses variera, tillsammans med tva bindra relationer
[ € lg och [=]lg pa doménen. Om ¢ &r ett pastdende i méangdlérans sprak,
s& &r ¢ antingen sant eller falskt i tolkningen 2. Som ett fanigt exempel kan
vi 1ata var domén vara N och tolka € och = som < respektive =. Detta &r
en legitim tolkning av méngdldrans sprak, trots att pastaendet

VaVy(z =y — = € y)

dr sant under denna tolkning, men vederlagbart fran ZF. Sjélvklart ar inte
denna tolkning en modell for ZF. I den avsedda tolkningen, under vilken
méngdldrans axiom antas vara sanna, tolkas x € y som z &r element i ¢, och
z =y som x och y ar lika. Var domén ar lite svirare att beskriva, informellt
tanker vi oss att hela vart mdngduniversum byggs upp induktivt frdn tomma
méngden. Detta leder oss till den kumulativa hierarkin:

0: Tomma méngden
1: Alla mangder vars element finns pa nivé 0.
2: Alla méngder vars element finns pa niva 0 eller 1.

k: Alla méngder vars element finns pa niva 0 eller 1 eller ... eller £ — 1.

Mingden {{{0}},0} aterfinns t.ex. pa niva 3. Observera att elementen till-
horande en méngd ocksa sjdlva dr méngder, ty vi har ingen speciell samling
urelement pa forsta nivan. Om méngdldran skall vara matematikens grunval
vore det otillfredstéllande att inkludera element som vi inte vet nagonting
om. En fraga man kanske stiller sig &r om nivierna tar slut nagon gang.
Svaret ar att det inte verkar rimligt, eftersom vi i s& fall borde kunna fére-
stdlla oss att vi fullbordat alla nivier, och att vi sedan gar en niva hogre,
med en motségelse som foljd. Efter nivéerna 1, 2, ..., k, ... kommer alltsi
nivd w (= N), foljd av nivéernaw+1, w+1, ..., w4 w, ... 0.8.v. Vi kommer
att anvénde oss av den kumulativa hierarkin for att motivera varfor de axiom
vi infér &r sanna. Det forsta axiomet garanterar att vart mangduniversum
inte dr tomt, vilket ocksa ses vara trivialt sant i den kumulativa hierarkin.

Existensaxiomet. Det finns minst en mdngd:

Nésta axiom postulerar en fundamental egenskap hos €-predikatetet—dess
relation till likhet.

1Se appendix A



Extensionalitetsaxiomet. Tvd mdangder dr lika om och endast om de inne-
haller samma element:

VaVylz =y <> Vz(z € £ <> z € )]

En naturlig princip for att bilda méngder kan tyckas vara abstraktionsprin-
cipen: Om ¢(z) ar en formel, med z fri, s& dr {z : p(z)} en mingd, d.v.s.
JyVz(z € y > p(x)). Olyckligtvis &r, som Bertrand Russell visade, detta
axiomschema inkonsistent: Lat R = {z : ¢ z}, d& fas Russells paradox ur
z€R e ¢z Tylat z vara R, da giller R € R & R ¢ R, vilket &r en mot-
sigelse. Istallet far vi néja oss med en variant av abstraktionsprincipen som
ar inskrankt till redan existerande méngder. Vi siger att = &r en delmdngd
till y, och skriver z C y, d& Vz(z € x — z € y).

Delméngdsaxiomet. Ldt p(z) vara en formel sidan atty inte forekommer
i o(x), dé galler: Givet en mdngd a, sd existerar det en delmdngd av a
innehdllande precis de element i a som uppfyller p(x):

VadyVz[z € y > z € a A p(z)]

Observera att detta &r ett axiomschema som till varje formel ¢ ger ett axiom
och att ¢ kan ha fler fria variabler &n z. Om sa dr fallet skall de fria vari-
ablerna betraktas som allkvantifierade. Delmangdsaxiomet tilldter oss alltsa
att bilda {z : z € a A p(z)}. Speciellt kan vi bilda snittet mellan tva méang-
der,zNy ={z:2z € z Az € y}. Enligt existensaxiomet finns det &tminstone
en méngd, sdg y. Vi kan d& formellt definiera tomma mdngden, (), som
{z:z€yANz#z} Notera ocksd hur extensionalitetsaxiomet omojliggor
existensen av andra urelement &n tomma méngden, ty om x och y &r urele-
ment, si innehaller de inga element och &r darfor lika. Delméngdsaxiomet
ar sant i den kumulativa hierarkin, ty p& den niva som a bildas har ocksa
alla delméngder till a bildats och da speciellt den delméngd vars element
uppfyller . Fdljande tre axiom &r specialfall av abstraktionsprincipen.

Paraxiomet. Givet tvd mdangder a och b, sd finns det en mdngd vars enda
element ar a och b:

VaVbiyWz(z € y <>z =aVz =0)

Antag att a och b bildas pa niva k respektive [ i den kumulativa hierarkin,
da kan vi bilda {a, b} pa nivd max(k,l) + 1.

Potensmingdsaxiomet. Givet en mangd a, sd finns det en mdngd som
innehdller alla delmdngder till a:

VadyVz(z € y <> = C a)

Vi kan séledes bilda P(a) = {z : z C a}, potensmangden till a. Eftersom alla
delméngder till ¢ kommer att ha bildats p& samma niva som a, sa kan vi pa

nésta niva bilda P(a). Alltsa &r potensméngdsaxiomet sant i den kumulativa
hierarkin.

Unionaxiomet. Givet en mdngd a, sd finns det en mangd vars element dr
elementen i elementen i a:

VadyVz[z € y <> Jz(z € z A z € a)]



Detta axiom tillater oss alltsé att bilda {z : 3z(x € 2 A z € a)}, vi betecknar
denna méngd med (Ja eller |J,, z. Speciellt skriver vi (J{z,y} som z Uy.
I den kumulativa hierarkin aterfinns |Ja pd samma nivd som a, eftersom
elementen i a méaste ha bildats tidigare &n a.

De méngder vars existens garanteras av de axiom vi hittills infort ar alla
dndliga. Det &r dérfér dags att infora ett axiom som uttrycker att det finns
minst en odndlig méngd. Forst gor vi foljande definition.

Definition. Givet en mingd « definierar vi efterféljaren, ™, till  som
rt =z U{z}

Mer detaljerat bildar vi 2 s& hiir: Givet z (och x), s& bildar vi i enlighet med
paraxiomet en méangd bestdende av precis z (och ), d.v.s. {z}. Paraxiomet
igen, nu givet z och {z}, ger {z, {z}}. Slutligen fas xU{z} av unionaxiomet.

Oédndlighetsaxiomet. Det finns en en mdangd som innehdller tomma mdng-
den och dr sluten under efterféljaroperationen:

3z €z AVyly €z =yt € 1)]

Eftersom y* = y U {y} bildas pa en niva hogre &n y, si kréver detta axiom
en odndlig vixande f6ljd av nivaer, och efter alla dessa nivder en ny niva
dér den odndliga mingden sjalv bildas. Detta axiom kan ses som ett forsta
forsok att sdga nagot som garanterar att nivaerna i den kumulativa hierarkin
inte har ndgot upptéankligt slut.

Av intuitionen att méngder bildas i steg féljer det att ingen méngd &r element
i sig sjélv och att det inte férekommer cirkuléra kedjor av typen x € yAy € x.
Med avsikt att utesluta sddana fenomen infér vi nésta axiom.

Regularitetsaxiomet. Om x dar en icke-tom mangd, sa innehdller = ett
element som inte har ndagot element gemensamt med x:

Vezlz #0 = Jy(y € x AyNz = 0)]

Distinktionen mellan mdngd och klass: En klass ar en formel med en fri
variabel, sdg z. Vi anvinder vanligtvis den informella notationen {z : ¢(z)}
for klassen som bestdms av ¢. Innebérden av att vara element i en klass
preciseras av

Vyly € {z : p(z)} < @(y)]

Tva klasser {x : ¢(z)} och {z : ¢(x)} ar lika om Vz(p(z) <> ¥(x)). Vidare
giller att en klass {z : ¢(z)} &r en méngd om JyVz(p(z) <> z € y). Om vi
kan visa negationen till detta pastdende ar {z : p(z)} en dkta klass.

Definition. V = {z: z = z}

V ar alltsa klassen av alla méngder. V ar en dkta klass ty annars &r V element
i sig sjalv, vilket strider mot regularitetsaxiomet. Om vi for ett 6gonblick
atervander till Russells klass R, ser vi att ocksd R &r en dkta klass, ty det
foljer av regularitetsaxiomet att R = V. Fragan om R tillhor R saknar saledes
formell mening, da elementen i en klass maste vara méngder. Vi har pa sa
vis undvikit vi Russells paradox. Nu riktar vi var uppmaérksamhet mot en



speciell klass: En funktionsklass &r en formel ¢ med tva fria variabel, sig z
och y, for vilken vi kan visa Vz3lyp(z,y), dir 3ly betyder att det finns exakt
ett y. Saledes ar VrIlyp(x,y) en forkortning for VaVyVz(p(z,y) Ap(z, z) —
y = z). Doménen till ¢ &r klassen {z : Jyp(z,y)} och kodoménen &r klassen
{y : Jzp(z,y)}. Med detta sprakbruk introducerar vi nu ett axiomschema
som sdger att om doménen till en funktionsklass &r en méngd, sd &r ocksa
dess kodomaén en méngd.

Substitutionsaxiomet. Lt p(z,y) vara en formel, ej innehdllande z. Om
o(z,y) definierar en funktionsklass och vi ar givna en mdngd a, sé kan vi
bilda {y : 3z(x € a A p(z,y))}, d.v.s. bilden av a under p:

VzIlyp(z,y) = YaIzVyly € z < Fz(z € a A p(z,y))]

P& samma sdtt som vid introduktionen av delméngdsaxiomet tillater vi att
¢ har fler fria variabler &n z. Substitutionsaxiomet &r en utsaga om att
nivierna i den kumulativa hierarkin inte har nagot slut. Det &r den starkaste
utsagan som Zermelo-Fraenkels axiom gor i den hir riktningen.

Urvalsaxiomet. Om z dr en mdngd av icke-tomma och parvis disjunkta
mangder sd finns det en ‘valmangd’ u med exakt ett element gemensamt med
varje element i z:

VzVz(z €z sz £ DAVy(lyez—>zNy=0Vz=y)) —
— JuVzIv(z € z > unNz = {v})]

I termer av nivder motiverar vi urvalsaxiomet (AC) med att det inte finns
nagon anledning till att den av AC postulerade méngden inte skall existera.
Ty var intuitiva bild av den kumulativa hieriarkin sdger oss att alla delméang-
der adderas till varje ny nivad. AC har orsaktat en hel del turbulens genom
aren. Detta pa grund av dess i hogsta grad icke-konstruktiva natur. Axiomet
postulerar existensen av en méingd som inte &r specifierad utifran elementen
i méngden, utan bara kan konstrueras genom godtyckliga val. Darfor intar
AC lite av en sidrstillning bland méngdlérans axiom. Vi &nvénder beteck-
ningarna

ZF = {EXIST, EXT, DEL, PAR, POT, UNION, INF, SUBST, REG}

och ZFC = ZF + AC (= ZFU{AC}). (Forkortningarna skall forhoppningsvis
vara sjilvforklarande.) Vi kommer ofta att anvinda AC, speciellt i avsnittet
om kardinaltal, och om inget annat explicit uttrycks skall alla resultat antas
vara resultat i ZFC. Slutligen vill jag gbra ldsaren observant péd att ZF
innehéller (upprakningsbart) odndligt manga axiom, ty DEL och SUBST ér
axiomscheman. Dock géller att om ZF F ¢ s3 finns det en &ndlig delméngd
A till ZF saddan att A F ¢, ty hérledningar &r alltid &ndliga.

Eliminering av definierade begrepp: 1 detta avsnitt har vi introducerat ett
antal méngdteoretiska definitioner, sd som C, N och (). Var detta berattigade
definitioner? Detta kan synas vara en konstig fraga, eftersom det ar praxis
bland matematiker att utéka vokabuldren genom nya definitioner. Emellertid
gor vi hir ansprak pa en axiomatisk behandling av méngdlaran, ddr axiomen
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formuleras i ett specifikt férsta ordningens sprak, som vi har kommer att kalla
L. Speciellt har vi explicit formulerat delméngds- och substitutionsaxiomet
s8 att de skall tillampas pa formler i £. Trots detta anvinder vi oss alltsa
av symboler som inte ingar i £. Hur forsvarar vi detta? De begrepp vi
har definierat kan delas upp i tre kategorier: relationer, operationer och
konstanter. En ny relation &r helt enkelt ett forkortat skrivséatt for nagon
formel. T.ex. dr z C y en forkortning for Vz(z € z — z € y), vilket &r
en formel i £. Att introducera nya operationer &r lite klurigare, eftersom vi
utgdende fran vara axiom maste visa att den nya definitionen &r vilgrundad.
Vi uttrycker detta lite mer formellt: Om ¢(z1,... ,z,,y) ir en formel, med
Z1,- .. ,Zn och y fria, och I' 4&r en méngd axiom sidana att

'FVzy,... Ve, yp(z1, ... s 20, Yy)

s far vi definiera F(z1,...,2,) att vara det y sddant att o(z1,... ,Zn,y)-
Formellt gor vi detta genom att utvidga £ med funktionssymbolen F' samt
utoka I' med axiomet

Va1, ... ,Vepe(x1, ... op, F(z1,... ,24))

Introduktionen av konstanter ar specialfallet d& n = 0. L&t till exempel
o(z,y,z) vara Va(a € z <> a € £ Aa € y) och antag att I' innehaller den
instans av DEL som vi behéver for att visa VaVy3lzp(z,y, z). D& introdu-
cerar vi Ny genom att utvidga £ med funktionssymbolen ‘N’ samt addera
axiomet

VeVyVa(a Ez Ny <> a €x ANa € y)

till T'. Lat £ och TV vara utvidgningar av £ respektive I" enligt ovanstiende
principer. Lét vidare T och T' vara teorier till T respektive I'V. Det &r nu
inte svart att visa att T’ &r en konservativ utvidgning av T i den meningen
att varje sats i T' som dr formulerad i spraket £ ocksé dr en sats i T.

1.2. Ordinaltal. Ordinaltalen kan ses som en generalisering av de naturliga
talen, vilka vi borjar med att studera. Hur kan vi definiera de naturliga talen
i ZF? Uppenbarligen méaste varje naturligt tal identifieras med en méngd.
Naturligt verkar d& foljande induktiva definition

0=0, n+l=nU{n}
sd att det naturliga talet n innehaller exakt n element.

Vi séger att en mangd &ar induktiv om den innehaller tomma méngden och &r
sluten under efterféljaroperationen. Med detta sprakbruk sidger odndlighets-
axiomet helt enkelt att det existerar en induktiv mingd. Eftersom snittet av
tvd induktiva méngder r en induktiv méngd (visas litt) kan vi gora f6ljande
definition.

Definition. De naturliga talen, N, definieras som snittet av alla induktiva
méngder.

I detta sammanhang &r det brukligt att beteckna N med w. Fran definitionen
ser vi direkt att w C y for varje induktiv méngd y. Om elementen i w ar de
‘verkliga’ naturliga talen &r en kverulantisk fraga. Det vésentliga ar att de
satisfierar Peanos axiom:



PAl. 0 ew

PA2. Vn(n € w > nt € w)

PA3. Vn,m € w(n™ =m* — n =m)

PA4. Vn € w(0 #n™)

PA5. VX Cw[(0 € X AVn € X(ntT € X)) - X = u]

PA1, PA2, PA4 och PA5 foljer direkt av definitionen av w. Det &terstar att
visa PA3: Antag att n™ = m™. Enligt regularitetsaxiomet och definitionen
av efterfljare géller det att n ¢ m V m ¢ n. Av symmetriskil kan vi anta
att n ¢ m. Viharddn ent =mT =mU{m} =>nemVn=m. Alltsi
n=m.
Vi identifierar det ordnade paret, (z,y), med méngden {z,{z,y}}. Det foljer
av extensionalitetsaxiomet att (z,y) = (z',7’) om och endast om z = z' och
y = y'. Vidare definierar vi X X Y som miéngden av alla ordnade par med
férsta komponent i X och andra komponent i Y. En méngd R &r en relation
om Vz € R3y,z(z = (y,2)); speciellt om R C X x Y, sd dr R en relation
fran X till Y. D& (z,y) € R skriver vi zRy. En partiell ordning ar ett par
(X,<), dar X ar en méngd och < &r en relation sddan att:

(1) VreX(z<ux) (reflexiv)

(1) Ve,ye X(zx<yAy<z—z=vy) (antisymmetrisk)

(131) Vz,ye X(z<yAy<z—z<z) (transitiv)
En linjdr ordning (X, <) &r en partiell ordning saddan att Vz,y € X(z <yV
y <z). Om z < y Az # y skriver vi z < y. Relationen < &r: (a) irreflexiv
och (b) transitiv. Omvént géller att om < satisfierar (a) och (b) och < &r
definierad av ¢ < y V& =y, s& dr (X, <) en partiell ordning. Vi séger ocksé
att (X, <) &r en strang partiell ordning om (X, <) &r en partiell ordning och
att (X, <) en (striang) linjar ordning om Vz,y € X(z <yVz =y Vy < ).
Vidare ar x; ett minsta element i X om Vy € X(z < y); ett minimalt
element i X om -3y € X(y < z). Av regularitetsaxiomet foljer att varje
icke-tom mé&ngd har ett minimalt element. En mingd X &r transitiv om
Ve,yly€e x Az € X — y € X), d.v.s. varje element i X &r en delméngd till
X.

Definition. Ett ordinaltal ar en transitiv méngd vars element &r transitiva.

En ekvivalent variant dr att definiera ordinaltalen som de transitiva méngder
vars element ar linjart ordnade av €-relationen.

Definition. Ett ordinaltal « kallas efterféljartal om det finns ett ordinaltal
B3 sddant att a«=£". Ett ordinaltal som inte dr 0 eller ett efterfoljartal kallas
limestal.

Lemma 1.1.
(1)  Tomma mdingden dr ett ordinaltal.
(i1)  Om « dr ett ordinaltal, sd dr o ett ordinaltal.
(797)  Alla naturliga tal forutom O dar efterfoljartal.
(tv) w dr det minsta limestalet.
(v) Om B € a, dir a dr ett ordinaltal, sd dr B ett ordinaltal.



Bevis. (i) samt (v) foljer direkt av definitionen av ordinaltal. (i44) och (iv)
foljer avn € w = n+1 € w. Vivisar (i1): ¢ € a™ = a U {a} implicerar
T € aVz = a Alltsd ir x transitiv och £ C o C o™ ger att #iven o™ #r
transitiv. O

Definition. ON = {a : « dr ett ordinaltal}

Antag att ON &r en méngd, da &r ON ett ordinaltal (visas latt). Alltsa har
vi ON € ON, vilket strider mot regularitetsaxiomet. Séledes & ON &r en
dkta klass.

Definition. a < 8 =sa € foch a <= a < BVa=_,,dar o, € ON.

Lemma 1.2 (Transfinit induktion). For varje formel ¢ i ZFC galler:
Va € ONVB < ap(B) = p(a)] = Va € ON p(«)

Bevis. Antag att premissen géller och att —p(ap) for ndgot ap € ON. Lat
z={a:a<ayN-p(a)}

vilket dr en mingd ty  C «ap. Speciellt giller z # ), ty annars skulle
premissen ge ¢(ag). Alltsd innehaller z ett minimalt element o/. Om 8 < o/,
sa giller 8 < ap, enligt transitiviteten hos <-relationen, och vért val av o/
ger oss att 3 ¢ x. Saledes giller p(3) och premissen ger slutligen ('),
vilket motsiger o' € x. |

Om vi vill visa @(a) for ndgot godtyckligt ordinaltal «, kan vi allts& anta
att o(8) gailler for alla 8 < «. Ett bevis enligt den har metoden kallas for
ett bevis av p(a) genom transfinit induktion (eller bara induktion) 6ver a.
Att p(p) giller for 8 < « kallas for induktionsantagande.

Proposition 1.3. (ON, <) dr en linjar ordning.

Bewvis. Irreflexiviteteten och transitiviteten foljer av regularitetsaxiomet re-
spektive definitionen av ordinaltal. Det &terstar att visa:

Va, € ON(a < fVa=pV < a).

Lat o(a, f) = < BV a =BV B < a. Vi visar Vfyp(q, 3) med induktion
over a, och ¢(a, ) med induktion 6ver 8. Antag alltsa:

VBp(y,B) for alla v < ap (1)
w(ag,d) foralla 6 < fy (2)

Nu géller endera av ag = By, g \ Bo # 0 eller Gy \ ap # 0. Om ay = Sy,
sa galler ¢(ag, By). Antag nu att ag \ By # 0. D& finns v < o sddant att
=(y < Bo). Enligt induktionsantagande (1) géller (7, 00), d.v.s. Bo < 7y
eller By = ~. Alltsa giller 8y < ap varfor vi har p(ap,y). P& samma
satt visas att (g, fy) giller om [y \ ap # 0, och beviset for (2) implicerar
(g, fo) ar klart. Med transfinit induktion kan vi fran detta sluta oss till
VBp(ag, ). Vi har dédrmed visat att (1) medfor VBp (g, S) och resultatet
foljer med induktion. |

Definition. (X, <) ar en valordning om (X, <) &r en linjir ordning och
varje icke-tom delméngd till X har ett minsta element.
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Vi ser t.ex. att varje ordinaltal « véilordnas av €, eller mer formellt (o, €,)
ar en vélordning, dir €,= {(f,7) € a X a : B € v}. Tva vilordningar
(X, <) och (Y,<) dr isomorfa och vi skriver (X, <) = (Y,<) om det finns
en bijektion f : X — Y sddan att Vz,w € X (2 < w & f(2)<f(w)). Om
a € X, s34t pred(X,a) = {z € X : z < a}.

Sats 1.4. Varje vdlordning ar isomorf med ett unikt ordinaltal.

Beuvisskiss. Vi skall visa att givet en vilordning (X, <), s finns det ett unikt
ordinaltal « sddant att (X, <) = (o, €q). Lat oss till att borja med konsta-
tera att entydigheten &r uppenbar, ty fér ordinaltal sammanfaller “lika med”
och “isomorf med”. Vi visar existensen: Lat

(,D(b, /6) —def (pred(Xa b)7 <) = (/37 eﬂ)
och B={be X :308 € ONgp(b,[)}. Da giller Vb € B3!pyp(b, B), sa enligt
substitutionsaxiomet kan vi bilda @ = {8 : 3b € By(b,3)}. Latnu f C Bx«
vara den funktion som definieras av: f(b) &r det (unika) ordinaltal, 8 sddant
att @(b,3). Vi ser direkt att R(f) = a. Det aterstar att visa; (i) a ar
ett ordinaltal; (73) f &r en isomorfism fran (B, <) till (a, €,); (4i1) B = X.
Detta lamnar jag till den intresserade lésaren. O
Notera att vi i beviset ovan anvidnder oss av substitutionsaxiomet for att
visa existensen av méngden f C B x «. Utan substitutionsaxiomet kan man

fortfarande utveckla det mesta av ‘vanlig’ matematik, men man kan inte visa
sats 1.4.

Definition. Summan, o + (8, av tva ordinaltal definieras rekursivt éver (:

a+0 = «

atf = { (a+)*t om 3 dr ett efterféljartal och 8 =T

U,<pl@+7) om 3 &r ett limestal

Definition. Produkten, a3, av tva ordinaltal definieras rekursivt 6ver 3:

a0 = 0
B = (ary) + @ om S ir ett efterféljartal och 8 =T
*P = Uy<play) om B &r ett limestal
Definition. Ezponententiering: of definieras rekursivt éver §:
a® =1
5 _ a’-«a om 3 ir ett efterfoljartal och B =T
@ = U,<p@” om B ir ett limestal

Lemma 1.5. Féljande galler for godtyckliga ordinaltal o, B och ~y:
(1) al=a=1«
(1) a+(B+7)=(a+pB)+7
(7it) a-(B+7y)=af+ary
(iv) @ (B) = (a:B)y

Bevis. Jag nojer mig med att med hjilp av transfinit induktion visa (iv).
Antag att a-(8-0) = (a-f)-6 for alla § < 7. Om y = (+1 &r ett efterfoljartal,
sa galler:



a-(By) = a(B-C+P) enl. def. av multiplikation
= a-(8-¢) +a-B enl (i)

(a-B)-¢ + a-f enl. induktionsantagandet

(a-B)y enl. def. av multiplikation

Om « &r ett limestal s &r a-(8-y) = a-J{B-¢ : ¢ < ~v}. Eftersom foljden av
ordinaltal 3-(, dar ¢ < «, ar strdngt vixande (férutom om S = 0, vilket &r
trivialt), s& foljer det att unionen maste vara ett limestal. Eftersom négot n
mindre dn detta limestal dr mindre dn 8-( for nagot ( < 7y s& har vi:

a-(By) = Wan:n<U{B-C: ¢ <}}
= Wa (80 : ¢ <}
= U{(a-B)-C: ¢ <y} enl. induktionsantagandet
= (a'f)y enl. def. av multiplikation

O

Observera att varken addition eller multiplikation i allmdnhet kommuterar.
Till exempel 1 + w =w #w+ 1 och 2w = w # w + w = w-2. Dock giller
som véntat att bade addition och multiplikation kommuterar pa de naturliga
talen.

1.3. Kardinaltal. En funktion &r en relation f sddan att Vz3Ily((z,y) €
f). Om (z,y) € f ar det brukligt att skriva f(z) = y. Definitions- och
virdemangden till en funktion f definieras av

D(f) =A{z: y(f(z) =y)} respektive R(f) = {y:3z(f(z)=1y)}

Om D(f) = X och R(f) C Y séger vi att f &r en funktion fran X till Y och
skriver f : X — Y. Vi definierar ocksd Y* som mingden av alla f : X — Y.
Vidare séger vi att f : X — Y &r injektiv om f(z) = f(z') = =z = 2’ for
alla z,z' € X, surjektiv om R(f) = Y och bijektiv om f ar injektiv och
surjektiv.

I detta avsnitt &r vi intresserade av att kunna jamféra méngder med avseende
pa hur manga element de innehaller. Vi siger att tvd méngder X och Y &r
likmé&ktiga och skriver X ~ Y om det finns en bijektion mellan X och Y.
P& liknande sétt skriver vi X <Y om det finns en injektion fran X in i
Y. Det &r ldtt att verifiera att < &r en transitiv relation och att ~ &r en
ekvivalensrelation (d.v.s. en reflexiv, symmetrisk och transitiv relation). Ett
djupare resultat ar foljande.

Schréder-Bernsteins sats. Om X <Y och Y <X, s6¢ X ~Y.

Bevis. Antag att f: X = Y och g: Y — X &r injektioner. Tag en punkt
r € X; om = € R(g), s& bildar vi g"!(z) € Y; om g !(z) € R(f), s& bildar
vi f~Y(¢g~(x)) € X; 0.5.v. Antingen fortgar den hiir processen i oéndlighet,
eller s slutar den med ett element i X \ R(g) eller i Y \'R(f). I dessa tre fall
sager vi att z tillhor X, Xx respektive Xy . Saledes dr X, Xx och Xy
en partition av X, d.v.s. X ar den disjunkta unionen av dessa tre mingder.
P& samma sétt far vi att Yoo, Yx och Yy &r en partition Y. Klart &r att f
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avbildar X, pd Y och Xx pd Yx. Vidare avbildar ¢ Yy pad Xy . Allsa &r

| f(=) om z € Xoo UX
h(z) = { g_l(q;) om z € Xy *

en bijektion fran X till Y. O

Man bestdmmer storleken av en édndlig méngd genom att rikna dess element.
Mer generellt giller det att om X kan vdlordnas, s finns det ndgot ordinaltal
a sddant att X ~ « (enl. sats 1.4). Men kan varje méngd vilordnas? Vi
kommer med hjélp av urvalsaxiomet att visa att s& &r fallet.

Den form vilken urvalsaxiomet &r given i avsnitt 1.1 &r inte den i prakti-
ken mest anvindbara, det &r bara den form som enklast aterges i primitiv
notation. Det &r mer praktiskt att anvinda ‘val-funktioner’ istéllet for ‘val-
méngder’. Restriktionen till méngder vars element #r skilda frén () och parvis
disjunkta blir d& 6verflodig.

Lemma 1.6. Vz3f[f:z > Uz AVyez(y #0 — f(y) € y)]

Bevis. For att kunna anvinda urvalsaxiomet byter vi taktiskt varje méngd
yizmoty = {(y,1) : t € y}. Da giller V1,1 € z(y1 # yo — 4, N g = 0).
Lat z ={y' : y € z Ay # 0}. Viser att z dr en delméngd till P(z x Jz)
och dr darfor en méngd. Vidare satisfierar z premissen i urvalsaxiomet. Vi
har siledes ett u sddant att ' Nwu &r en singeltonméngd for varje ¢’ € 2.
Eftersom denna méngd maste vara av formen {(y,t)} f6r nagot ¢t € y, si &r
f =wun z en funktion saddan att f(y) € y for varjey € z, y #0. Om 0 € z
tar vi f U {(0,0)} for att f& en funktion som satisfierar lemmat. O

Vilordningssatsen. Alla mdngder kan vilordnas.

Bevis. Vi kommer att visa Vz3da € ON(z ~ «). Eftersom (o, €,) dr en vil-
ordning kommer z att vdlordnas genom bijektionen. Lat S = P(z) \ § och
i enlighet med lemma 1.6 18t f : S — z vara en ‘val-funktion’ fér S, si att
f(s) € s for varje s C z, s # (). Definiera nu, med transfinit rekursion dver
ordinaltalen, en funktion g sadan att:

oto) = { SN 8 <ah oma\ (o) Bt 20

z annars

dér z inte ar element i . Pa si vis véljer vi i varje steg, med hjilp av f,
ett element fran de element i x som inte redan valts. Antag nu att « &r det
forsta ordinaltal sddant att z C {g(8) : B < a} om ett sddant existerar. D&
ar glo injektiv (enligt (3)), D(gla) = @ och R(g|a) = z, sd att & ~ z som
onskat. Nu aterstar det att visa att ett sddant « existerar. Eftersom g &r
injektiv om vi undantar z, sd méaste y = {0 : g(8) € x} vara en méngd enligt
substitutionsaxiomet pa z. Vi ser 1dtt att y ar ett ordinaltal, sdg . Antag

nuatt 7 ¢ {g(8) : B € 7}, da ir g(7) = f(¢\ {9(8) : B < 7}) € x och vi har
v €y, d.v.s. ¥ € v, vilket ar en motségelse. O

Vi har nu visat att urvalsaxiomet implicerar vilordningssatsen. Man kan
visa att vilordningssatsen i sjdlva verket ar ekvivalent med urvalsaxiomet .
Det finns otaliga andra satser som ocksa dr ekvivalenta med urvalsaxiomet,
varav en av de mer vilkinda dr Zorns lemma. Innan vi formulerar lemmat
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behover vi lite terminologi: En kedja i en av < partiellt ordnad méngd X
ar en delméngd Y till X som é#r linjart ordnad av < (d.v.s. < och #)
begriansad till Y x Y. En 6vre begrénsning till Y &r ett element u € X
sddant att Vy € Y(y < u). Ett mazimalt element till X &r ett element
m € X saddant att =3z € X(m < z). D& séger Zorns lemma: Om z dr en
icke-tom partiellt ordnad mangd i vilken varje kedja har en ovre begransning,
sd har X ett mazimalt element. Detta dr en i matematiken ofta anvind
sats. Jag kommer dock inte att behova den och avstér ocksa fran att bevisa
densamma.

Definition. Lat, f6r varje méngd X, kardinaliteten av X, |X|, vara det
minsta ordinaltal o sddant att X ~ «. Vidare ar « ett kardinaltal om
la| = a.

Eftersom X ~Y = |X| = |Y]| och |X| ~ X, s& giller det att | X| véljer ut
en unik representant fran varje ~-ekvivalensklass. Utan storre anstréngning
kan vi visa att w samt varje n € w ar kardinaltal.

Definition. En mingd X éar; dndlig om |X| < w; odndlig om X inte &r
andlig; uppraknelig om |X| < w; dveruppriknelig om X inte &r uppriknelig.

Cantors sats. VX[-(P(X) < X)]

Bevis. z — {z} &r en injektion fran X till P(X). Alltsd X < P(X). Det
aterstar att visa X £ P(X). Antag att det finns en bijektion f: X — P(X)
ochlat A={z € X :y ¢ f(y)}. Eftersom A € P(X) och f &r surjektiv, s
finns det a € A sddant att f(a) = A. Av definitionen av A f6ljer nu att:

acA=a¢ fla) ©ag¢gA

vilket dr en motsédgelse. Antagandet att det finns en sddan bijektion var
séledes falskt. O
Potensméngdsoperationen utrustar oss alltsd med ett sitt att konstruera
storre och storre kardinaltal. Faktum &r att vi inte skulle komma langt
utan den, ty det gar att visa att det dr konsistent med ZFC — POT att alla
méngder dr upprékningsbara.

Definition. Addition, multiplikation och exponentiering av tva godtyckliga
kardinaltal k och A definieras av:

(i) k®X = |[kx{0}UXX {1}
(1) KO = |k x|
(4i1) K = |

Observera att x* i hogerledet i (4i7) betecknar méngden av funktioner fran
A till k. Vi ser direkt att @ och ® &r kommutativa. Vidare kan man ocksé
visa att [k + A = |[A+ k| =K@ X och |k-A| = |A-k| = k © A. Alltsd har vi
tex. wdl=|14w|=w<w+1lochw®?2=|2-w| =w < w-2. En praktisk
rakneregel for oandliga kardinaltal &r k & A = kK © A = max(k, A).

Proposition 1.7. Om |X| = &, sd |P(X)| = 2"~.
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Bevis. Identifiera varje delmingd till X med motsvarande karakteristiska
funktion x : k — 2. O

Lagg marke till att kardinaltals exponentiering inte &r det samma som ordi-
naltals exponentiering. Ordinaltalet 2“ &r lika med w, men kardinaltalet 2%
ar lika med |P(w)| vilket &r strangt storre n w enligt Cantors sats.

Definition. Efterfiljaren till kardinaltalet s, k™, dr det minsta kardinaltal
som &ar storre an k.

Definition. Ett kardinaltal « kallas efterfoljarkardinaltal om det finns ett
kardinaltal A sddant att x = AT. Ett kardinaltal som inte dr 0 eller ett
efterfoljarkardinaltal kallas limeskardinaltal.

Definition. N, definieras med transfinit rekursion 6ver .

NO = w
N { (Rg)* om « &r ett efterfoljartal och o = 8+ 1
o =

Uﬁ<a Ng om « dr ett limestal

Proposition 1.8. X, har foljande egenskaper:
(1) Nq dr ett kardinaltal for varje a.
(#3)  Varje odndligt kardinaltal dr lika med R, for ndgot a.
1) a<f = R, <Ng
w) N, dr ett limeskardinaltal < « dr ett limestal.
N, ar ett efterfoljarkardinaltal < « dr ett efterfoljartal.

—_—
— o

v

~—

Bewvis. Utelamnas. O

Definition. Kontinuumhypotesen, CH, ar pastaendet 2% = R;. Den gene-
raliserade kontinuumhypotesen, GCH, &r pastdendet 2% = R, for varje
a.

Det #r brukligt att ocksd anvinda beteckningen ¢ for 2%, Kardinaltalet ¢
kallas kardinaliteten av kontinuum eftersom ¢ = |R|. Vi kan dérfor ocksa
formulera CH utgdende fran de reella talen. T.ex. &r CH ekvivalent med:
Varje dveruppriknelig delmdngd till R har samma kardinalitet som hela R.
K. Godel visade 1939 att CH ar konsistent? med ZF. Senare, 1963, visade
P. J. Cohen att ocksd negationen till CH &r konsistent med ZF. Alltsd &r
CH oberoende av ZF.

Definition. L3t « och 8 beteckna ordinaltal.
(1) « ar kofinal med fom a < BAIf[f:a—=L A B=UR(f)]
(17)  Kofinaliteten for 3, cf(f), dr det minsta « sddant att « &r kofinal
med S.
(191) « ar reguljaér om cf(a) = o, annars ar « singuldr.

Definition. Lat k och X\ beteckna kardinaltal.
(1) K &r svagt ouppndeligt om k > w &ar ett reguljért limeskardinaltal.
(ii) & ar starkt ouppndeligt om k > w ar reguljirt och VA < k(2* < k).

2Se appendix A sidan 21.
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Idén bakom den hér definitionen &r att ett kardinaltal s dr uppnaeligt om det
kan konstrueras underifrdn genom att anvdnda de till buds stdende méangd-
bildningsprinciperna, varav de tva starkaste &r potensméingdsaxiomet och
substitutionsaxiomet, vilket avspeglar sig i villkoren k reguljart respektive
VA < k(2* < k). Klart #r att w #r ouppnaeligt i det hir avseendet, men
vi viljer att utesluta w i definitionen, eftersom w garanteras av odndlighets-
axiomet.
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2. KONSISTENSBEVIS

Genom hela var diskussion om méngdldran har vi antagit att den &r kon-
sistent eller ekvivalent att den har en modell. Niar ZFC:s axiom hade eta-
blerats var det en naturlig uppgift att visa att ZFC ar en konsistent teori.
D. Hilbert var den som forst foreslog detta program, runt 1920, men bara
tio ar senare visade K. Gddel att, om méangdléaran ar konsistent, sa kan ett
bevis av dess konsistens inte formaliseras i mangdlaran. En annan intressant
fraga dr om ZFC &r en fullstdndig teori i den betydelsen att varje pastaende
i ZFC kan bevisas eller motbevisas utgdende fran axiomen. Godel visade att
s& inte &r fallet. Mer precist visade han att om mingdlaran &r konsistent,
sd dr den ofullstdndig; och att dess ofullstdndighet ar en vésentlig saddan,
vilken inte kan atgirdas genom att lagga till dndligt ménga nya axiom eller
axiomscheman. Ovan nidmnda resultat av Goédel brukar kallas for Godels
tva ofullsténdighetssatser. Sensmoralen av allt detta ar att vi inte kan for-
vinta oss att finna ett ‘sjdlv-uppbérande’ bevis av konsistensen av nagot
formellt system kraftfullt nog att fungera som fundament fér matematiken.
Om vi vill bevisa konsistensen av ett sddant system T, maste vi géra anta-
ganden som dr starkare dn T. Det finns ett uppenbart sddant antagande,
nimligen att ligga till Con(T)? som ett axiom, men detta blir ju nigot 15je-
vickande och foga givande. Vi far helt enkelt ndja oss med intuitiva bevis av
méngldrans konsistens samt relativa konsistensbevis, d.v.s. bevis av typen
Con(T;) = Con(Ty), t.ex. Con(ZF) = Con(ZFC).

2.1. Den kumulativa hierarkin. I avsnitt 1.1 anvinde vi oss av den kumu-
lativa hierarkin for att motivera varfér méngdlarans axiom i nagon intuitiv
mening dr sanna. Vi kan ocksa definiera den kumulativa hierarkin formellt i
méangdldran, vilket vi nu gor.

Definition (Kumulativa hierarkin). V, definieras med transfinit rekursion
over ordinaltalen.
Vo =0
P(V3s) om « &r ett efterfoljartal och a = 8+ 1
Vo = e .
Up<a Vs om « ér ett limestal
Definition. V* = | J{V, : a € ON}

Det foljer direkt av definitionen av den kumulativa hierarkin och en enkel
induktion att

Va € ONVS < a(Vg C V,).
Séledes ar V,, vixande i o och om z € V* s& méaste det minsta « sddant att
x € V,, vara ett efterfoljartal enligt definitionen av den kumulativa hierarkin.

Definition. Om z € V*, s3 &r rang(z) det minsta 8 sddant att = € V4.

Precis som vi onskade, vid inférandet av regularitetsaxiomet, finns det inget
x i V* sddant att x € z, ty d& skulle vi ha rang(x) < rang(z). Analogt
utesluts cirkuldra kedjor av typen z € y A y € z, ty detta skulle implicera
rang(z) < rang(y) < rang(z).

3Con(T) betyder att T #r en konsistent teori, se appendix A sidan 21.
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Lemma 2.1. Va € ON(V, = {z € V* : rang(z) < a})

Bevis. z € V* Arang(z) < a & < a(z € V1) & z €V, |
Lemma 2.2. Vy € V*(rang(y) = [J{rang(z) +1:z € y})

Bevis. Lat o = |J{rang(z) + 1: z € y} och f = rang(y), dd har viz € yA
y € P(Vz) = z € V3. Lemma 2.1 implicerar att rang(z) < [ vilket ger
a< fBochVzey(rang(z) < @) = yCVy = ye Vi1 = < a Alltsd
a=f. ]

Lemma 2.3. Va € ON(a € V* Arang(a) = «)

Bewvis. Transfinit induktion: Antag att lemmat &r sant for alla 8 < «, da
har vi 8 € Vg41 C Voy = a C Vy = a € Vyy1. Enligt lemma 2.2 giller
det att rang(a) = J{B+1: 8 < a} = a. Alltsd ir lemmat sant for alla
a € ON. O

Den kumulativa hierarkin ger upphov till en tilltalande bild av vart méngd-
teoretiska universum:

+2
+1

0

Idén med bilden ar att ordinaltalen bildar en ryggrad som loper upp lings
universums mitt, och att den niva dér en given méngd férst uppenbarar sig
bestdms av dess rang. Lemma 2.1 siger oss darfor att V, fas genom att
hugga av bilden vid niva «a.

Lemma 2.4.

(#) rang({z,y}) = max(rang(z), rang(y)) + 1

i) rang((z,y)) = max(rang(z),rang(y)) + 2

(13i) rang({a:a €z Ap(a)}) < rang(z)

(tv) rang(P(z)) = rang(z) + 1

(v) rang(lJz) < rang(z)
Lat Z vara ringen av heltal, Q kroppen av rationella tal, R kroppen av reella
tal och C kroppen av complexa tal. Vilken rimlig definition som helst av
dessa objekt duger for var diskussion. For klarhet antar vi: Z = wxw/ =2, dér
(n,m) representerar n—m. Q = (Z x (Z\{0}))/ =, dar (n, m) representerar
- Elementen i R &r ekvalensklasser av rationella Cauchy-féljder:

R={f:w—Q| Ve>03N € w¥n,m € w(m,n > N — |f(m)—f(n)| <€)}/ =

15



I vart och ett av de tre ovanstdende definitionerna antar vi att ekvivalens
relationen 22 &r definierad pé lampligt vis. Slutligen &r C = Rx R, dér (z,y)
representerar  + %y.

Proposition 2.5. Z, Q, R och C dr element i V,,115.

Bewvis. (n,m) = rang((n,m)) < max(rang(m),rang(n)) +2 < w + 2, dir
den forsta olikheten ges av Lemma 2.4(i7). Alltsd Z € V14, eftersom Z &r
en mingd av ekvivalensklasser av sddana talpar. Analogt far vi Q € V43
och R € V119, ty RC P(Q¥) C PP(w x Q). Slutligen far vi C € V,y15. O

Vi har nu visat att vira vélbekanta talsystem existerar i den kumulativa
hierarkin. Vart mal nu ar att visa att varje mingd tillhor den kumulativa
hierarkin, vilket i var notation betyder Vz3a € ON(x € V,,) eller ekvivalent
V = V*. For att visa detta behover vi en ndgot starkare induktionsprincip
dn den lemma 1.2 tillhandah&ller. Vi bérjar med en definition.

Definition. TC(X) = J,,U" X, dir ' X = X, U""' X = UU" X).

Intentionen &r att TC(X), det transitiva holjet till X, skall ‘se’ bakat i den
kumulativa hierarkin och samla upp alla element som férekom i bildandet av
X, d.v.s. elementen i X och elementen i elementen i X o.s.v. Vi inser litt
att TC(X) dr den minsta transitiva méngd som har X som delméngd.

Lemma 2.6 (€-induktion). For varje formel ¢ i ZEC gadller:

Vr[Vy € zo(y) — ¢(z)] — Vzp(z)

Bevis. Antag att premissen giller och att —p(z). Lat v = {z : z € TC(2) A
—p(z)}. Eftersom z € v, s innehéller x ett minimalt element z. Om y € z,
sd y € TC(z) (ty TC(x) transitiv) och y ¢ v. Saledes giller ¢(y) och
premissen ger slutligen ¢(z), vilket motséger = € v. ]

Sats 2.7. Vz3a € ON(z € V,)

Bevis. Vi visar Yz3a € ON(z C V,,) med €-induktion éver z. Lat « vara ett
ordinaltal storre dn alla ordinaltal i {rang(y) : y € x}, t.ex. efterf6ljaren till
unionen av dessa ordinaltal. Om y € z och 8 = rang(y), s& ér y delméngd
till Vg, enligt induktionsantagandet. Alltsd y € V,, och vi har visat = C V.
Satsen foljer nu av x C Vy = x € V1. O

Sats 2.7 ar helt beroende av regularitetsaxiomet. Det dr i sjdlva verket
inte svart att visa att den &r ekvivalent med regularitetsaxiomet. Lat oss
for ett 6gonblick betrakta méngdteori utan regularitetsaxiomet. Vi kan d&
definiera klassen av vilgrundade méngder som de méngder som uppfyller
regularitetsaxiomet. En typisk icke vdlgrundad méngd ar z = {z}. Dylika
méngder har anvénts for att representera stréommar i datavetenskapen. Men
all ‘vanlig’ matematik verkar forsiggé i bland de vélgrundade méngderna och
regularitetsaxiomet begriansar vart mangduniversum till precis dessa mang-

der.
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2.2. De hereditdra mingderna. Vi skall hir studera en speciell samling
méngder, som ldmpar sig bra for att konstruera modeller i ZFC.

Definition. H (k) = {z : |[TC(z)| < s}, for varje oéndligt kardinaltal .

Elementen i H(x) kallas de hereditéra méngderna av kardinalitet mindre &n
k. Speciellt d&r H(w) méngden av de hereditdrt dndliga mangderna. H(w)
kan ocksd ges en nagot mer intuitiv definition: H(w) &r den minsta méngden
som uppfyller:

(i) 0e Hw)

(74) Om z1,...,zy, tillhor H(w), s {z1,... ,zn} € H(w).
Att H (k) verkligen dr en méngd och inte en dkta klass foljer av:

Lemma 2.8. H(k) C V,, for varje oindligt kardinaltal k.

Bewvis. Vi visar att rang(z) <  for ett godtyckligt men fixt x € H(x). Lat
t = TC(z) och S = {rang(y) : y € t}, sd att S C ON. Vi borjar med att visa
att S dr ett ordinaltal. Lat a vara det minsta ordinaltalet som inte tillhor S,
da dr a en delméngd till S. Om « # S, s& lat § vara det minsta elementet i S
som &r storre dn a, och tag ett y € ¢t med rang(y) = . Eftersom ¢ r transitiv
har vi Vz € y(rang(z) < «), s& att rang(y) = J{rang(z) +1: z € y} < a,
vilket &r en motségelse. Alltsd a = S. O

Lemma 2.9. Om k dr reguljirt, s dr H(k) = Vi, om och endast om k = w
eller k dr starkt ouppndaeligt.

Bevis. Om k = w eller k ar starkt ouppnéeligt s& kan vi med en enkel
induktion visa Va < k(|Va| < k). Om nu rang(z) = a < k, si dr TC(z) C
Vo och |TC(z)| < k. Saledes far vi V, C H(k), vilket enligt lemma 2.8
implicerar V,;, = H(k). Om k > w &r reguljart och inte starkt ouppnaeligt
fixerar vi ett A\ sddant att 2* > k. DA far vi P(A) € Vi \ H(k). i

2.3. Modeller. En modell av ndgon mangd pastdenden I' dr en tolkning
sddan att alla pastdenden i I' 4r sanna i tolkningen. Med en tolkning av
ZFC menar vi som bekant (om ej bekant se appendix A) en icke-tom domén
tillsammans med tva bindra relationer pd doménen, men eftersom vi alltid
kommer att tolka = och € pa avsett vis, identifierar vi tolkningen med dess
domén.

Proposition 2.10. H(w) dr en modell for ZFC — INF + —INF.

Bewis. Vibehover visa att varje axiom i ZFC —INF+ —INF ér sant i H(w) =
V. EXIST och EXT é&r trivialt sanna. Lemma 2.4 visar att alla mangder
vi kan bilda med hjalp av DEL, PAR, POT samt UNION har rang mindre
dn w. SUBST &r sant ty bilden av en éndlig méngd &r dndlig. Vi visar nu
att REG &r sant: Tag = € V, sddant att z # (). Méngden z innehaller nagot
element, sig y, av ldgsta rang. D& dr y Nz = (), ty ett gemensamt element
skulle ha ldgre rang &n y. INF &r ej sant i V,, ty tag z € V,,, n = rang(z),
da finns y € z sddant att rang(y) = n—1 och rang(y™) = rang(yU{y}) = n,
vilket implicerar y* & z. i
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En slutsats vi kan dra fran detta &r att det inte var onddigt att ta med INF
i ZFC. Ty vi har funnit en modell déir INF falskt och enligt sundhetssatsen*
kan vi darfor inte hirleda INF fran ZFC — INF. Lat Z = ZF — SUBST
(Zermelos méngdteori). D& har vi f6ljande proposition, vilken torde vara
speciellt intressant i ljuset av proposition 2.5.

Proposition 2.11. V., dr en modell for Z.

Bewvis. Med samma typ av argument som i beviset av ovanstdende propo-
sition finner vi att EXIST, EXT, DEL, PAR, POT, UNION och REG alla
dr sanna. INF &r sant ty w € V,41 C Vit |

Jag &mnar nu visa att Z ger en svagare teori an ZF. Vi gor detta genom
att visa att det finns en utsaga, t.ex. sats 1.4, vilken &r hérledbar fran ZF
men inte fran Z. Vi erinrar oss sats 1.4: Varje vilordning &r isomorf med ett
unikt ordinaltal. Vi kommer nu visa att denna sats inte &r hirledbar fran Z.
Enligt lemma 2.3 &r ordinaltalen i V4, helt enkelt alla ordinaltal mindre
in w + w. Men P(w X w) € V4, si varje vilordning av w tillhor V4.
Bland dessa vidlordningar finns det uppenbarligen nagon vilordning som &r
isomorf med w + w; men detta dr inte ett ordinaltal i V1, s& den aktuella
vélordningen dr inte isomorf med nagot ordinaltal i V4. Allts& &r sats 1.4
inte sann i V4, och darfor inte heller harledbar frén Z.

Alternativt kan vi fran ZF explicit bilda ordinaltalet w 4+ w och (igen) ob-
servera att detta inte dr ett ordinaltal i V,4,. L&t ¢(z,y) vara formeln
y = w+x. Vi ser direkt att ¢ uppfyller Vz3lyp(z,y) och siledes ar en funk-
tionsklass. Enligt substitutionsaxiomet kan vi da bilda bilden av w under ¢,
d.v.s. foljande mangd

{y:FIrcwp(z,y)={wtz:zcwl=w+tw
Proposition 2.12. H(k) dr en modell for ZFC — POT + —-POT om k > w
ar reguljdrt.

Bevis. Utelamnas. For ett bevis se Kunen [11, s 132]. O

Proposition 2.13. H(k) dr en modell for ZFC &k dr starkt ouppndeligt.

Bewvis. Enligt foregdende proposition aterstér det bara att visa att POT éar
sant 1 H(k), vilket &r ekvivalent med:

Vo € H(k)(P(z) € H(k))

Detta dr sant om H(k) = V, men falskt om det finns A < x sidant att
2 > k, ty da giller A € H(k) men P(\) € H(k). O

4Se Appendix A sidan 21.
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APPENDIX A. FORSTA ORDNINGENS PREDIKATLOGIK
Syftet med detta appendix dr att beféista notation och fungera som referens.

Definition. Alfabetet for predikatlogik bestér av féljande symboler.
Predikatsymboler: P/, P}, P3', ...
Funktionssymboler:  f1*, f3', f3', - --
Individkonstanter:  Cy,Co,Cs, ...

Individvariabler: T1,T2,L3,- ..
Konnektiver: AV, =, L
Kvantorer: v, 3
Hjéalpsymboler: (,)-

I definitionen ovan géller att vre index (n>0) indikerar stéllighet och ‘...’
skall tolkas som upprikneligt manga. I definitionerna som féljer anvinder
jag mig av konventionerna O € {A,V, —, <} och Q € {V,3}.

Definition. Det predikatlogiska spraket bestar av foljande induktivt defini-
erade objekt.
(1)  Termer.
(a) Individkonstanter och individvariabler &r termer.
(b) Om t1,...,t &r termer, sd &r fF(t1,... %) en term.
(74) Atoméra formler
(a) L och P? ir atomira.
(b) Om ti,...,t &r termer, sd &r PF(t1,... ;) atomir.
(147) Formler
(a) Atomira formler &r formler.
(b) Om ¢ och v &r formler, s& ar (—¢), (¢0y) och ((Qz;)y)

formler.

Om ((Qx;)p) ar en delformel till en formel, si &r ¢ i omridet for kvantorn
Q. Informellt séger vi att en variabel x; &r bunden om den férekommer inom
omrédet for en kvantor (). Formellt definierar vi méngden av fria variabler:

Definition. Miangden av fria variabler F'V(t) , i en term ¢, definieras rekur-
sivt 6ver uppbyggnaden av t.

(1)  FV(z) = A{=zi}

(i) FV(C;) =0

(i55) FV(fF(ti,...,t)) = FV(t1)U...UFV(t)

Definition. F'V utokas till formler genom

(i) FV(L) =0
FV(PY) Ny
FV(]Dik(tl,. k) = FV(t1)U...UFV(t)
(i) FV(-p) — FV(g)
FV(o09) — FV(p) UFV ()
(i) FV(Qai) — FV(p)\ {1}

P4 liknande sétt kan man formellt definiera méngden, BV, av bundna vari-
abler.

19



Definition. En term, ¢, &r sluten om FV (t) = 0. Analogt giller att en
formel, @, ar sluten om FV () = (. Slutna formler kallas {6r pdstdenden.

Definition. En tolkning 2 for ett predikatlogiskt sprak definieras av.
(1) En icke-tom mangd A (kallas domdn for tolkningen 2A)
(i4) En funktion [ - |y sddan att:
[Cila € A, ¥l : AF > 4 och [Pl € A*

Observera att [Py C A° = A? = {0} ger oss tva mojligheter; antingen
[Py = 0 eller [PP]lyq = {0} (falskt resp sant). Nollstilliga predikat kan
saledes ses som propositioner (sanningsvirden). P3 liknande sétt géller att
nollstélliga funktionssymboler kan ses som en individkonstanter.

Definition. Vi utvidgar [ - ||y till slutna termer.
() [Cily = Ci
(”) [[fzk(tla s 7tk)]]91 - [[fzk]]gl([[tl]]glv cee [[tlc]]gt)

Utoka nu spraket genom att till varje element a € A introducera en individ-
konstant @ och utvidga [ - [y genom [aly = a. Lat S och F sta for sant
respektiv falskt.

Definition. Vi associerar till varje pastaende ¢ ett sanningsvérde [¢]y.

. [1] F
% =
[PE(ts, .. ti)]g = { }5; :ﬁng«:lﬂ%m Ntellg) € 1PF]ly
. (a) @ ér
a Ar —
’ — S om [W]]m =F
[[—mp]]m o { F  annars
(b) ar Y Vo
- _ S om |4y = S eller o]y =S
[¥Vola N {F annars
(C) ir Y Ao
" = S om |4y =S och [o]y =S
[¥ Aol N {F annars
(d) pérp—o
ool = {§ mbe=sonbla=r
(e) pirypro
ooy = {§ ot
(iii) (a) o &r Voy(z)
’ _ S om [W(C_l)]]m =S5 forallaae A
A R
(b) o ar Jzp(x)
Bep@)ly = { s anng;/)s(a)]]m _ S fornagot a € A
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Lat ¢ vara ett pastdende och 2 en tolkning for spraket som ¢ dr formulerad
i. = ¢ betyder att ¢ dr sann i 2, dvs [p]y = S, och vi séiger att 2 &r en
modell till . Lat ' vara en méngd av péstdenden. En modell till I" dr en
tolkning i vilken alla formler i I' &r sanna. D& ¢ &r sann i alla modeller till
I’ skriver vi I' = ¢. Om ¢ &r sann i alla tolkningar, séger vi att ¢ &r en
predikatlogisk sanning, och skriver = .

Relationen I' F ¢ definieras av: Det finns en hirledning med alla antaganden
i I och med slutsats . Har maste vi egentligen specifiera vad vi menar med
hérledning; detta kommer jag dock inte att gora, utan litar till ldsarens
intuition. Vanligt dr att definiera hérledbar som hérledbar med naturlig
deduktion. Se tex Dalen [3, s 30]. Om T" = () skriver vi I ¢ och séger att ¢
dr en sats. En fundamental egenskap hos F relationen &dr att varje I' sddan
att I' F ¢ innehéaller en &ndlig delmidngd A sddan att dven A - . Vi sdger
att I' &r konsistent, och skriver Con(I'), om I' ¥ L.

Definition. En teori T ar en méngd pastdenden med egenskapen T F ¢ =
@ € T, dvs T &r sluten under hirledbarhet. En méngd I" sddan att T = {¢:
I' - ¢} kallas en aziommdngd till teorin T.

Definition. Lat T och T vara teorier i spraken £ resp. £'. Vi siger att T’
ar en utvidgning av T om T C T’ och att T' &r en konservativ utvidgning
av T om varje sats i T/ i spraket £ ocksé ar en sats i T.

Definition. En teori med axiom I' i det predikatlogiska spraket £ kallas
fullstindig om T' = ¢ eller I' F = for varje pastdende ¢ i L.

Sundhetssatsen. OmT'F ¢ si T' = ¢.
Fullstindighetssatsen. ' ¢ om och endast om T' = .

Kompakthetssatsen. Om I' har en modell sé har varje dndlig delmangd
A Hll T en modell.

Sats A.1. I' ar konsistent om och endast om I' har en modell.

For bevis av ovanstdende satser refererar jag till Dalen [3, s 94, 105, 113,
108].
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