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Forord

Denna samling av 15 tentamina givna vid Chalmers 1990-2000 skall ses som ett komplement
till kompendiet “Kort forberedande kurs f6r blivande teknologer” som tidigare distribuerats
under sommaren till samtliga antagna vid civilingenjorsutbildningar i Sverige (denna kurs
finns ocksd pd var hemsida). Samlingen dr tankt att ytterligare hjdlpa till att forbereda dig
infor de grundlaggande matematikkurserna som ges vid civilingenjorsutbildningen.

Introduktionskursen i matematik pa Chalmers ges traditionellt under de tva forsta vec-
korna vid hogskolan och bér huvudsakligen vara en ren repetitionskurs av ndgra delar av
gymnasiematematiken. Kursen behandlar framst grundldggande raknefardigheter som é&r
en viktig bas att std pd infor de fortsatta matematik- och ingenjorsstudierna. Kan man det
enkla blir det lattare att ldra sig det som ér lite svarare.

Skrivningstiden pa Chalmers dr normalt 4 timmar, och férsok klara sd mycket som maj-
ligt av tentan pa denna tid; det ger en nyttig trdning att rdkna snabbt. Maxpoédngen vid varje
tenta dr 50 podng, och gransen for godkant brukar ligga pa 20 podng. De forsta fem till sex
uppgifterna dr ”standarduppgifter”, och dem bor du klara. De tva eller tre sista uppgifterna
pa varje tenta dr det inte nodvandigt att grdta sig till somns 6ver om man inte klarar in-
om tidsgransen, men de dr definitivt 16sbara, s& forsok klara dven dem, gdrna tillsammans
med ndgon kamrat eller som ett litet grupparbete. Utnyttja ockséd din ldrare om du stoter pa
problem.
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Greger Cronquist, greger@math.chalmers.se
Rolf Pettersson, rolfp@math.chalmers.se

Chalmers: www.chalmers.se
Sok Chalmers: se.chalmers.se
Matematik, Chalmers: www.math.chalmers.se (kurskompendiet + denna samling)

(©Chalmers och Géteborgs universitet, Goteborg, 2001






Inneh all

TENTAMINA
1990 I
1990 11
19911
199111
1992
1993
1994 1
1994 11
19951
1995 11
1996
1997
1998
1999
2000

FACIT

10

11

12

13

14

15

17






TENTAMINA

Instruktioner

e Inga hjdlpmedel ér tillatna férutom penna och papper.

e Tentamina dr anpassade for att klaras av pa 4 timmar. Forsok att klara sd myc-
ket som mojligt pd denna tid.

e For godkant kravs minst 20 podng. (30 podng for VG, 40 podng for MVG.)

e Det dr ofta majligt att kontrollera att man rdknat réitt. I de fall detta d&r mojligt,
gor det!






1990 |

1.

Bestam exakta virden pa reella 16sningar till ekvationen

a) 3+2In(l+=z) =0, Gp)
b) z —4y/x —3=0. G p)
. For vilka reella tal = géller att 6p)
242 _ x—4 )
2—-1"z+2

Bestdm ekvationer for tangent respektive normal till kurvan

y=2In|5tan (3—7T)’

x
i den punkt pd kurvan, ddr x = 4. 6p)
. Bestam alla vinklar = mellan 0° och 360°, som satisfierar ekvationen 6p)

4cos® x —4sin?z — 11cosz — 2 =0,
. Berdkna arean av triangelytan med hornen (2, —4), (4,9), (-2, —1). 6p)
. Bestdm ekvationer for gemensamma tangenter till kurvorna 6p)
y=2@x+1)? och y=—(r—1)>—-14,

Bevisa att for en (allmén) triangel med sidorna a, b och ¢ och motstdende vinklar A, B och
C giller formeln (tangensteoremet) 6p)

A-B

a—b_tan%
a—l-bitan#7

. Ett rakt regelbundet tresidigt prisma med baskanten a skall snett avskdras med ett plan,

sa att snittytan blir en halv kvadrat. Berdkna denna ytas area. (Ledning: Basytan dr en
liksidig triangel med sidan a.) (6p)



1990 Il

1. Bestdm ekvationer for tangent respektive normal till kurvan

3 —4/r +2
oz —-2JT+3
i den punkt pd kurvan, dir x = 4. 6p)
2. Bestdm alla reella 16sningar till ekvationen 6p)
5z + 142622 +7=0
3. a) Bestdam alla vinklar mellan 0° och 360° som satisfierar ekvationen G&p)

2sin?z + 3sinz + 1 = 0,

b) Berdkna det exakta vérdet av tan(4z), om tanz = 1. GBp)

4. For vilka reella tal x géller att (6p)

7 — 52 7+ 522 )
22 —524+6 " 224+5x+6

5. En cylindrisk pldttank skall ha en given volym V. Materialkostnaden per ytenhet ar for
tankens lock och botten k; och for tankens védgg (cylinderns mantelyta) k;. Berdkna kvo-
ten (h/R) mellan cylinderns hojd h och radie R, da den totala materialkostnaden ar sa
liten som mdojligt. (Ledning: Svaret innehaller parametrarna k; och k3.) 6p)

6. Berdkna arean av omradet innanfor 5-horningen med hornen (i ordning) (3, —2), (6,2),
(177)1 (_47 3) och (_17_4) (6 p)

7. Bestdm riktningskoefficienterna k for gemensamma tangenter till kurvorna 6p)

2t 4yt =4 och 2?4+ (y-3)2=1

8. I en regelbunden tresidig pyramid dr vinkeln o mellan en sidokant och basytan och vin-
keln 3 mellan en sidoyta och basytan komplementvinklar (dvs. a + 3 = 90°). Berdkna
vinkeln v mellan tva sidoytor. (Ledning: Basytan &r en liksidig triangel och sidoytorna
likbenta trianglar.) 6p)
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1. Los ekvationssystemet 6p)

T 4y +z =2
2r -y +3z =3
3z +2y -2z =4,

2. Bestam ekvationer for tangent respektive normal till kurvan

(322 + bx + 1)?
(223 + 5x2 — 2)3

i den punkt, ddr z = 2. 6p)
3. Bestam alla vinklar x mellan 0° och 360°, som satisfierar ekvationen
2sin®z — 15sinz — 9 =0,
(Ledning: sinv = 3_—2‘/5 for v ~ 39,3°.) 6p)
4. For vilka reella tal x géller att 6p)

2° + ot + 4z > 423 + 222 ?

5. a) Los (for x > 0) ekvationen (3z)"3 = (52)° (samt forenkla svaret). (4p)
b) Bestdm (om mojligt) y som funktion av x, om « och y dr reella och satisfierar ekvatio-
nen z?Iny +y% = 1. (4

p)

6. Bisektrisen till vinkeln A i triangeln ABC delar sidan BC' i férhdllandet 3 : 4. Vinkeln B
ar 60° storre dn vinkeln C. Bestam triangelns vinklar, genom att ange tangensvardet for
respektive vinkel. 6p)

7. En (rdt) cirkulédr kon inskrives i en sfiar, som har radien R. Berdkna konens maximala
volym. 6p)

8. Om de fyra personerna Anna, Bengt, Cecilia och David vet man, att de talar sanning
med sannolikheten % och ljuger med sannolikheten 2. Vi fir nu frdn siker killa hora
att: “Anna intygar att Bengt fornekar att Cecilia pastdr att David ljuger”. Hur stor dr da
sannolikheten att David talar sanning? (Det forutsattes, att samtliga personer har gjort
ett uttalande.) (For 16sningen anvédnd enkel logik med bl.a. multiplikationsprincipen for

sannolikheter.) 6p)
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1.

a) Bestdm alla reella l6sningar till ekvationen 2 - 322 — 3*+1 — 20 = 0. (5p)
b) For vilka reella tal z géller att 15 > 2? Bp)
. Bestdm ekvationer for tangent respektive normal till kurvan

y = %/462x+2 4 3e+l

i den punkt, ddr z = —1. 6p)
. Los ekvationssystemet 6p)
r -y —2z 4w =5
z +2y 43z +2w =3
20 2y 4z 4w =
3 -2y —z H4w =28,
. Bestam alla reella 16sningar till ekvationen 6p)
3?2 — 4z +9=0
. Bevisa att
1 <sin®z +cos®z <1 for O<x<7r
— <sin’z T -,
V2 - - T2
(Ledning: Bestim maximum och minimum av uttrycket mellan olikheterna.) 6p)
. Berdkna exakta vardet av produkten cos 20° - cos 40° - cos 60°. 6p)
En fyrhorning ABCD ér inskriven i en cirkel. Vinkeln B dr 3 ganger sa stor som vin-
keln A, och lingderna av ”diagonalerna” AC' och BD forhaller sig som 3 : 4. Bestdim
fyrhorningens vinklar, genom att ange sinusvéardet for respektive vinkel. 6p)
. Undersck om polynomet 6p)
233 23 13 3

ar delbart med polynomet

B+t 41,
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1. a) Bestdm alla vinklar  mellan 0° och 360°, som satisfierar ekvationen & p)
2sin? 2 — 3sinz — 2 = 0,
b) Los ekvationen 272 — 3. 271 = 25, (Bp)

2. En triangel har sidldngderna 3, 5 och 7 (lingdenheter). Bestdm triangelns vinklar (t.ex.
genom att ange cosinusvardet for respektive vinkel). 6p)

3. Rita kurvan y = 3+ 1521 +62° —52° i sina huvuddrag med angivande av (lokala) maximi-
och minimipunkter. 6p)

4. Sok reella 16sningar till ekvationen 6p)

2V3x — 2+ 2z — 1 =2/,
5. Berdkna exakta vérdet av sin(3z) + sin(5z), om sinz = 1. 6p)

6. Bestam ekvationer for tangent respektive normal till kurvan z¥ +y* = 17 i punkten (2, 3).

(6 p)

7. Ljusstrdlar parallella med y-axeln reflekteras i parabeln y = cz?, sa att den infallande
strdlen (AP) och den reflekterade stralen (PB) bildar lika stora vinklar med parabelns
tangent i punkten P. Bevisa att (alla) de reflekterade stralarna gar genom en fix punkt
och bestdm denna punkt. 6p)

8. En rak cirkuldr kon har lika stor (total) begrdansningsyta som en given sfar. Bestam forhal-
landet mellan konens och sfarens volymer, ndr konens volym ar sd stor som mojligt.

(6 p)
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1. a) Bestdm reella 16sningar till ekvationen Gp)
4€*® 4 4e® —3 =0,

b) For vilka reella tal = géller att GBp)

x S 1 )
r—1" xz+1"°

2. Bestdm samtliga losningar till ekvationen

a) cos(13x) = cos(bz), 2p)
b) sin(13z) = sin(5z), 2p)
c) cos(13z) = sin(bx). 2p)

3. Bestam ekvationer for tangent respektive normal till kurvan

2z+1 + 4x+3
_ 3z—1 5x—3
Y= T | Gut3
bx+1 Tx—1
i den punkt, ddr x = 1. 6p)
4. Bestam samtliga rotter till ekvationen 6p)

422 — 1628 + 192* — 6 = 0,

5. Bestam alla (reella) rotter till ekvationen 6p)
In2—2z)+In(z+1) =Injz —1|,
6. En triangel ABC har sidldngderna |AB| = 4, |BC| = 5 och |AC| = 6. Berdkna radien i

den till sidan AC ”vidskriva” cirkeln (dvs. radien i den cirkel, som tangerar sidan AC' och
forlangningarna av sidorna BA och BC). 6p)

7. Rita grafen (i dess huvuddrag) till funktionen

f(z) = Va2 + 5z +6— \/9@2—1,
med angivande av samtliga (lokala) maxi- och minimipunkter samt asymptoter. (8 p)

8. Bevisa att ett (positivt) heltal (skrivet i decimalsystemet) dr delbart med 3 om och endast
om summan av siffrorna (i talet) dr delbar med 3. (Vad kan sdgas om motsvarande uppgift
om delbarhet med 9?) 6p)
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1.

a) Los ekvationssystemet 2z + 3y = 4, 3z 4 2y = 5. (1p)
b) Los andragradsekvationen 3z2 + 4z + 5 = 0. (1p)
c) Sok reella 16sningar till ekvationen 2In3 4 3lnx = In4. (1p)
d) Bestdm alla vinklar z, som satisfierar ekvationen sin(3z) = 3. (1p)
e) Bestdm exakta vérdet av cos(2z), om cosz = 3. (1p)
f) Berdkna derivatan f’(1), om f(z) = i;;gzié (1p)
. Bestam ekvationer for tangent respektive normal till kurvan y = In “;f {_%fjf ’ i den punkt,
dirx = —2. 6p)
. Bestdam alla vinklar = mellan 0° och 360°, som satisfierar ekvationen
3cot® z + cot?x — 27cotz — 9 =0,
(Ledning: tanv = 3 for v ~ 71,6°.) 6p)
. For vilka reella tal z giller att 23 + 2z < 223 — 2 < 222 — 1? (7 p)
. I en punkt P = (x9,%0) pa kurvan \/z + ,/y = 2 drages tangenten. Den skir koordi-
nataxlarna i A och B. Visa att summan av strdackorna |OA| och |OBj|, ddr O &r origo, dr
oberoende av hur P viljes, samt bestim summan. 6p)
. a) Bestdm gransvardet av f(z) = %, da = obegrinsat ndrmar sig vardet 2. Gp)
oo
b) Berdkna Z (2_% + 3_%). Gp)
k=1
. Punkterna (-2, —1) och (1,2) samt en punkt P p& kurvan y = 2® — z dr hérn i en triang-
el. Undersok hur arean av triangeln varierar, nar P genomloper kurvan. Angiv speciellt
eventuella maxima och minima. (7 p)
. Tre personer A, B och C reser tillsammans. A och B dr goda vandrare, som gar £ kilometer

per timme, medan C har ont i foten och kor en liten bil (med plats for tva personer)
med farten ¢ kilometer per timme. De tre kommer 6verens om foljande plan: De startar
samtidigt och C kor A i bilen medan B gar. Efter en stund sldpper C av A, som gar vidare,
medan C atervander for att hamta B. Darefter kor C med B i bilen tills de hinner upp A.
Proceduren upprepas (sd lange som nodvandigt). 6p)

a) Hur médnga kilometer i timman gor séllskapet?

b) Hur stor del av tiden &r C ensam i bilen?
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1.

a) Los ekvationssystemet 3x 4 4y = 5, 4 4 3y = 6. (1p)
b) Los andragradsekvationen 3z2 + 4z — 5 = 0. (1p)
c) Sok reella 16sningar till ekvationen 3In2 4 2Ilnx = In 3. (1p)
d) Bestdam alla vinklar x, som satisfierar ekvationen cos(2z) = —%. (1p)
e) Bestdm exakta virdet av tan(2z), om tanz = 3. (1p)
f) Berdkna derivatan f/(1), om f(z) = i;;iﬁ (1p)
. Bestam ekvationer for tangent respektive normal till kurvan y = In |2? — 3z — 6/z| i den

punkt, dér x = 4. 6p)

. Bestdam alla vinklar x mellan 0° och 360°, som satisfierar ekvationen

4tan*z + 12tan’® x + Ttan®x — 3tanz — 2 =0

(Ledning: tanv = 2 for v ~ 63,4°.) 6p)
. For vilka reella tal x géller att 4952;‘;?; 9 < 99”;;2‘?14? (7 p)
. Bestam medelpunkt (z¢, yo) och radie R for en cirkel, som gar genom punkterna (2, 3) och

(5, 1) samt tangerar z-axeln.

. En parallelltrapets ABC'D, ddr AB &r den storre av de parallella sidorna, har hérnet A i

punkten (9,2) och hornet B i punkten (3, 5). Hornet C ligger pa y-axeln och hornet D pa
r-axeln. 6p)

a) Undersok inom vilket omrade pa y-axeln punkten C kan ligga.

b) Bestdm en ekvation for sidan C'D, ndr trapetsens area dr sa stor som mojligt.

. Bestam talet ¢ sa att ekvationen

2t — (3¢ +2)22 +2=0

har fyra reella rotter i en aritmetisk f6ljd (dvs. har rotter r, r + k, r + 2k och r + 3k). (6 p)

. Bestim (om mojligt) ett positivt heltal N sddant att tredjeroten /N kan fas genom att

stryka de tre sista siffrorna i talet /N. Undersok om det finns flera sddana tal. 6p)
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1. a) Bestdm pa formen ax + by = c en ekvation for rita linjen genom punkterna (2,6) och

b) Berdkna, utan minirdknare, % (1p)
L

c) Forenkla (sé langt som mojligt) fib(:;b)?b. (Ip)
(a+b)?

d) Bestdim y = y(x), om 2y? — 3zy — 222 = 0. (1p)

e) Sok reella 16sningar till ekvationen |5z + 4| = 3. (1p)

f) Forenkla sa ldngt som mojligt

[(a72b3)3 . b74]3

(0

samt ange villkor pd a och b. (1p)

2. a) Bestdm en ekvation for tangenten till kurvan y = In(5 — 9z + 42?) i den punkt, dér
x=2. Gp)

b) For vilka reella tal = géller att x—EQ > xQEQI ? Gp)

3. Bestdm alla losningar till ekvationen

(a) tan(9z) + tan(bx) =0, 2p)

(b) cos(9zx) + sin(bzx) = 0, 2p)

(c) cos(9z) + cos(bx) = 0. 2p)

4. a) Bestam samtliga rétter till ekvationen 2725 = 8z2. (4p)
b) Sok reella 16sningar till ekvationen 2z + In(1 4+ e¢~*) = 0. “4p)

5. En literflaska A &r full med (apelsin)juice. En del av juicen hélles fradn A i en tom literflaska
B. Dérefter fylles flaskan B med vatten (sd att den blir full) och omskakas. Slutligen fyller
man flaskan A med blandningen fran flaskan B, sa att A blir full. Hur mdnga procent juice
maste det minst finnas i flaska A? (Motivera svaret!) G p)

6. Rita kurvan y = f(z) (i sina huvuddrag) med angivande av (lokala) maximi- och minimi-

punkter samt asymptoter, om f(z) = % (7p)

7. En liksidig triangel ABC har horn pa en cirkel. Genom hornet A drages en linje, som skér
sidan BC och dessutom skar cirkeln i en punkt P. Bevisa att langden av strackan AP &r
summan av lingderna av BP och CP, dvs. att |AB| = |BP| + |CP|, oberoende av var
punkten P ligger (pa cirkelbdgen mellan B och C). 6p)

8. Visa att de reella talen mellan 0 och 1 &r fler &n uppréakneligt manga, dvs. visa att det inte
kan finnas en avbildning fran de naturliga talen pa méngden av reella tal mellan 0 och 1.
(Ledning: Skriv talen som decimalbrak. Genomfor ett s.k. motsdgelsebevis, dvs. antag att
pastadendet inte géller, och visa att deta i sa fall leder till en motsédgelse.) 6p)
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1. a) Bestdm pa formen ax + by = c en ekvation for réta linjen genom punkterna (-2, 4) och

(5,1). (1p)

b) Berikna, utan minirdknare, %. (1p)
ytzx _ y—zx

c) Forenkla (sd langt som majligt) y;‘gz;j{‘ (Ip)

d) Bestim y = y(z), om 3y? + 2xy — 22 = 0. (1p)

e) Sok reella 16sningar till ekvationen |3z + 5| = 4. (1p)

f) Skriv pa enklast mojliga form (utan att anvdanda ndgot rot- eller potensuttryck) (1 p)
5

5
Val? | | oma < 0,

3

2. a) Bestdm en ekvation for tangenten till kurvan y = v/4z? — 5z + 3iden punkt, dirz = 2.

Bp)
b) For vilka reella tal = géller att ﬁ—& < 4x? Gp)
3. Bestdm alla 16sningar till ekvationen
(@) sin(7z) + sin(3z) =0, 2p)
(b) cot(7z) + cot(3z) =0, 2p)
(c) sin(7x) 4 cos(3z) = 0. 2p)
4. a) Bestdm samtliga rétter till ekvationen (823 + 1) = 0. (4p)
b) Sok reella 16sningar till ekvationen In(1 + 2e*) = 2. 4p)
5. En kubs volym V' dr proportionell mot en potens av (totala) begrangningsarean A, dvs.
A = kAP, Bestdam exponenten p och proportionalitetskonstanten k. & p)
6. Rita kurvan y = f(z) (i sina huvuddrag) med angivande av (lokala) maximi- och minimi-
o 12(z—1)3
punkter samt asymptoter, om f(z) = B D@D (7p)

7. Vid ett underhdllningsprogram (i TV) far en tavlande vélja en av fem odppnade lddor.
Tavlingsledaren meddelar att tvd av de fem lddorna innehaller vardefulla vinster, medan
de dvriga tre dr tomma. Néar den tdvlande valt en av ladorna (som inte 6ppnas), dppnar
ledaren en av de 6vriga ladorna, varvid denna lada visar sig vara tom. Den tavlande far
mojlighet att dndra sitt val av lada. (Skall personen gora detta?) Berdkna sannolikheten
for vinst, om den tdvlande har strategin att

a) inte dndra sitt val av lada,
b) dndra sitt val av lada.

(Motivera svaret!) (6 p)

8. Visa att de rationella talen mellan 0 och 1 dr uppridkneligt mdnga, dvs. angiv en metod for
konstruktion av en avbildning fran de naturliga talen pa mangden av rationella tal mellan
0och 1. 6p)

10
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1.

.. o 12 AP (al/2)1/3.(q=1/3)2

a) Forenkla (sa langt som mojligt) @A (@2 (1p)
b) Bestdm kvotpolynom K (z) och restpolynom R(z), om polynomet 423 — 322 + 2z — 1
divideras med 2% — 3z + 2. (1p)

c) For vilka reella tal x gédller att In(4 +z) =In4 + Inz? (1p)
d) Bestdm exakta védrdet av cosv, om tanv =50ch 0 <v < 3. (1p)
e) Bestdm alla vinklar « mellan 0° och 360°, som satisfierar ekvationen 2 cosz = —1. (1 p)
f) Bestdim medelpunkt och radie for cirkeln z2 + y? = 4z — 3y. (1p)
. a) Bestam ekvationer for tangent respektive normal till kurvan y = %ﬂ‘fﬂfjﬁ i den punkt
darz = 1. (4p)

b) Sok reella 1osningar till ekvationen 2 + 4z + V22 + 4 = 0. 4p)

. Tentriangel &r tva sidor 2 och 3 (cm) och mellanliggande vinkel dr 135°. Bestdim den tredje

sidan samt de tvd aterstdende vinklarna (t.ex. genom att ange respektive cosinusvérde).

6p)

. Bestam samtliga rétter till ekvationen 2z* + 2? — 322 — 102 — 8 = 0. (6 p)

. Till kurvan y = 2 + &, © > 0, drages tangenten i punkten P pa kurvan. Tangenten skar

kurvans asymptoter (z = 0 och y = z) i punkterna A och B. Berdkna arean av triangeln
AOB, dédr O é&r origo, (och visa att arean dr oberoende av var P viljes). 6p)

. Bestdm (om mojligt) konstanterna a, b och ¢, sd att y(x) = (ax + b)e” satisfierar differenti-

alekvationen y"(x) + 4y'(z) 4+ 4y(z) = 0 med begynnelsevillkoren y(0) = 1 och 3’ (0) = 2.
6p)

Hur langt fran en (lodrdt) vaggmalning, som dr 4 meter hog och har underkanten 1 meter
ovanfor ditt 6ga, skall du sta for att se den sa bra som méjligt (dvs. sa att synvinkeln blir
maximal)? 6p)

. Antag att A = %(:1: +y+ 2) och G = ¥xyz, ddr z, y och z dr positiva tal. Bevisa att G < A

(och undersok dven nér likhet, A = G, giller). 6p)

11
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.. o o s Bl 3—
1. a) Forenkla (sd langt som majligt) Z_y%’. (1p)
b) Bestdm en ekvation for normalen fran punkten (3, 1) till linjen 3z + 4y = 5. (1p)
c) Beridkna derivatan f'(z) for z = 2, om f(x) = In|2 + 3z — 422|. (1p)
d) Los ekvationen 51nx = In(5z). 2p)
e) Bestdm en ekvation for tangenten till kurvan y = g’ﬁfg i den punkt, ddrz = —-2. (3 p)
2. For vilka reella tal z géller att 3z + 23 + 2 > 2%? 6p)
3. Rita kurvan y = 2e73% — 7e72% 4 4e¢~% + 4 (i sina huvuddrag) med angivande av lokala
maxi- och minimipunkter. 6p)
4. a) Los ekvationen sinz — 7cosz = 5. (Ledning: tanv = 7 for v ~ 81,9°.) 4p)
b) Berdkna exakta vardet av tan(3x), om tanz = % 4p)

5. Bestdm en ekvation for de tva tangenter, som kan dragas fran punkten (2, —1) till parabeln
y=a>—x+6. 6p)

6. Medianerna i en (godtycklig) triangel skdr varandra i en punkt och delar triangelytan i
sex delar. Bevisa att alla deltrianglarna har samma area. “4p)

7. Antag att koefficienterna i en algebraisk ekvation
anz™ + an_12" P+ -+ az4+ag =0

ar heltal med a,, och ag # 0. Bevisa att om x = £ 4r en (fullstdndigt forkortad) rationell rot
till ekvationen, sa maste p vara heltalsfaktor i ag och ¢ heltalsfaktor i a,,. 6p)

8. I en regelbunden femhoérning drages en “diagonal” fran ett horn till ett annat (icke nér-
liggande) horn. Berdkna forhdllandet mellan diagonalens ldngd och ldngden av en sida i
femhorningen. Svara utan trigonometriska funktioner. 6p)
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1998

1.

a) Los ekvationen %ﬁ = % — %. 2p)
b) Bestam konstanten k s& att ekvationen 22 + y? + 8z — 2y + k = 0 beskriver en cirkel

med radien 3. 2p)
c) Berdkna derivatan f'(z) fér z = Z, om f(z) = 4 cos® z + tan® . 2p)
d) En person dker strdckan a med farten v och sedan strdackan b med farten w. Berdkna

medelfarten for hela resan. 2p)

. Sok reella losningar till ekvationen

a) 2Va?+2=u-3, (4p)
b) In(3z% — 42 + 5) = In(322) — In(4x) + In 5. (4p)

. Bestdm samtliga 16sningar till ekvationen

a) sin(2z) = cosz, Gp)
b) cos(2z) = cos . Gp)
. Bestdm ekvationer for tangent respektive normal till kurvan

T 23+ 32% + 4

v= 3 —2x+3
i den punkt, dér z = —1. 6p)
. Rita kurvan y = 2 — 252 + 1023 — 2° (i sina huvuddrag) med angivande av lokala maximi-
och minimipunkter. 6p)
. Hornpunkterna A, B och C i en triangel ligger pa en cirkel, ddr A och B dr &ndpunkter

pa en diameter. En cirkel med medelpunkt P dr inskriven i triangeln ABC' (och tangerar
alltsd sidorna AB, BC och AC). Undersok hur vinkeln AAPB varierar med laget for
punkten C. “4p)

Berédkna volymen av den minsta raka cirkuldra kon, som kan omskrivas en sfar med ra-
dien R. (6p)

. Bevisa att alla (ljus)strdlar frdn den ena brannpunkten i en ellips reflekteras i ellipsen, sa

att de gdr genom den andra brannpunkten. Ledning: Ellipsen z—z + %—z = 1 har brédnn-
punkterna (—c, 0) och (¢, 0), dédr ¢ = Va? — b2 (6p)

13



1999

1.

a) Bestdm exakta vardet av cosv, om tanv = % och 0° < v < 90°. (1p)
b) Bestim pa formen y = kx + m en ekvation for réta linjen genom punkterna (3,2) och
c) Berdkna, utan minirdknare, 19992 — 19972, (1p)
d) Berdkna derivatan f’(z) for z = 2, om f(x) = V322 + 4x + 5. 2p)
e) For vilka reella tal = géller att #3 > 3%? GBp)
. Sok reella l6sningar till ekvationen
a) lnz +1In(x +2) =0, Gp)
b) lgx —lg(1 — z) = 1 (dédr lg = log;). Gp)
. Bestam samtliga rotter till ekvationen 6p)

324 — 223 — 322 — 10z =0,

. Bestam ekvationer for tangent respektive normal till kurvan
B 2+ 422 -6
Y= a3 122410
i den punkt, ddr z = 2. 6p)
. Bestdm samtliga 16sningar till ekvationen
a) sin(4x) + cos(4x) =0, 2p)
b) 2sin’?z =3 — 3cosz. 4p)
. Bestdam konstanterna a, b och ¢ s att ekvationen 22 4 32 = ax + by + ¢ blir en ekvation for
cirkeln genom punkterna (2, 3), (5,2) och (3, —2). 6p)
. Betrakta den algebraiska ekvationen

-1
anx” + ap_12" "+ -+ a1z +ag =0,

och antag att alla koefficienterna ay,, an—1,. .. , ao ar rationella tal (med a,, # 0 ochn > 2).
Bevisa att om denna ekvation har en irrationell rot x; = A+ /B, diar A och B ir rationella
tal, s 4r dven 2o = A — /B en rot till ekvationen. 6p)

. Sok den (plana) fyrhorning med given area, vars omkrets d4r minimal. Bevisa pastdendet!

(Ledning: Drag diagonalerna.) 6p)

14



2000

N . 20 +3y =4
1. a) Los ekvationssystemet { S 42y —1° 2p)
b) Bestam kvotpolynom K (z) och restpolynom R(z), om polynomet 2x3 — 322 + 42 — 5
divideras med 2% + 2z — 3. 2p)
c) Bestam alla reella 16sningar till ekvationen |4z + 3| = 1. 2p)
d) Bestdm alla vinklar = mellan 0° och 360° som satisfierar ekvationen 2sin(3z) = —1.
2p)
2. Sok reella 1osningar till ekvationen
a) 3e?* +2e* —1=0, Bp)
b) 2In(3x+1)=1+1n2. 3p)
3. Bestdm ekvationer for tangent respektive normal till kurvan y = In|3z2 — 4z + 5| i den
punkt, dér z = 2. 6p)
4. For vilka reella tal x géller att 22 + 23 > 322 + 10z + 8? 6p)
5. Antag att tanx = 5. Berdkna 6p)
a) cotx,
b) cot(2z),
c) cot(3x).

6. Bestam skidrningspunkten mellan cirklarna 22 + y?> = y + 6 och 22 + y? = 3z + 4y. (6 p)

N AN
4 27 2 4

ar en 16sning till tredjegradsekvationen 23 + px + ¢ = 0. 6p)

7. Bevisa att

+
l\D|’B
J] w
+
N[

8. En vitska med densiteten p blandas med en annan vitska med densiteten py (utan att
nagra kemiska reaktioner intrdffar). Antag att p och ¢ anger mass- respektive volymsan-
delen av den forsta vétskan i blandningen (dvs. 100p och 100g anger mass- och volyms-
procenterna). (6p)
a) Harled en formel for sambandet mellan p och g.

b) Bestdim maximala skillnaden mellan p och ¢ (dvs. berdkna storsta vardet for |p — q|).

15






FACIT






1990 |

1. a)—14e32,  Db)114+4V7

2. 2<z<-1,-3<z<0,1<z<o0
3. 3mx —4y =127 — 8Inb, 4z + 3y = 16 + 67 In b
4. 120°,240°

5. 29 areaenheter

6. dr+y=—6,84x -9y =14

7. —

8. 3a%/4.

1990 Ii

1. 3y—x=2,y+3x=14

2. —5—-2V13

3. a)210°,270°, 330°, b) 249

4. £>3,1<zx<2, 2<x<0,z< -3
5. 2k /ks

6. 61 areaenheter

7. +v/5 % 2V/5 (fyra fall)

8. 90°

1991 |

1. 2=5/4,y="7/16,z=15/16

2. 96+ 8y +183=0,2z — 24y +31 =0
3. 320,7°,219,3°

4. 2<x<—2,0<z<l,2>2

5 a)z=1/15, b)y=1

6. tan A = 7v/3/23,tan B = —2V/3, tan C = 3/3/5,
7. 32k

8. 13/41 (= %)

19



1991 11

1. a3, bz<02<z<4
2. 12y — 11z = 35, 11y + 122 = 10

3. x=13/5,y=1,2=-6/5,w=1

4z =9, 19 = Y13

5 —

6. 1/8

7. sinA=sinC =3/4,sinB=sinD =9/16(dar0 < A,D < 7/2 < B,C < )
8. Delbart.

1992

1. a)210°330°, b)z =10

2. (cosinusvdrdena) 13/14,11/14, —1/2 (resp.)

3. lokalamax.: f(—1) =7, f(2) = 115; lokala min.: f(0) =3
= 1773\/5

448/243
2(3+4In2)(y —3) = -3(4+3In3)(z —2),2(4+3n3)(y —3) =23 +4In2)(z — 2)

N o 9o

(07 yB)r dar YB = 7
8. 1/V2

1993

1. a)z=—1n2, b)z<—-1,z>1

2. a)nrn/4,n7/9, b) nw/4, ©/18 + nw /9, c) —7m/16 + nw /4, 7/36 + nw/9, n heltal

3. 27z + 8y = 47, 54y — 162 = 119

4. 214 £i2l/4, +(3/2)V4, i(3/2)V/4, £271/4, £i2-1/4

5. 21=1—+v2, 29 =3

6. 5V7/2

7. Lokala maxima: f(—5) = —/6, f(—1) = v/2, f(1) = 2v/3. Lokala minima: f(—3) = —2v/2,
f(=2) = —V/3. Asymptoter: y = £5/2

8. —

20



1994 |

1. Az =7/5,y=2/5, b)z12 = %ﬁ/ﬁ, Qx= (4/9)1/3, d) 1 = 7/18+n2n/3,
x9 = b /18 4+ n2m /3, n heltal, e)—17/9, f) —7/18

2. y—n2=%x+2),y—In2=—-3(z+2)

3. 18,4°,108,4°, 161,6°, 198,4°, 288,4°, 341,6°

4, —\/3<zx< —1/\/5

5. 4

6. a)l1/3, b) 15/56

7. Lokala maxima for zp = :l:\/%, lokala minima fér xp = —1, #

8. a) LB p) Lk

1994 1

1 a)e =9/7T,y=2/7T, byzs="229 " ¢u= % . d) 60°, 120°, 240°, 300°
e)—3/4, ) —-1/3

2. Tx+ 16y =28+ 481In2, 162 — 7y =64 —211n2

3. 116,6°,296,6°, 135°, 315°, 26,6°, 206,6°, 153,4°, 333,4°

4. 1< -1-+v2,-3/2<1<-2/3,0<2< -14++2,2/3<x<3/2

5. (13+2«/:E’ 26+Xﬁ), (13—2\/@’ 26721/3571>

6. a)0<c<3, b)2x+4y =7

7. ¢q==6ellerq=—-6/19

8. Endast N = 323

1995 |

1 a)7z+3y=32, b)140, o b dyy—orellery=-2/2, ez =-1/5,
Ty = —T7/5, £) a3, a0 >0,b#0

2. a)y—In3=I(z-2), b)0<x2<3/2,x>2

3. a)nm/14, b) 7/8 + nw/2, —m /28 + nw /7, c)m/4+nw/2, —w/14 + nm /7, n heltal

4. a)m1:z2:0,$3:2/3,x4,5:%“/§, b)z =1In (@)

5. 75%

21



6. Asymptoter: z = —5, x = 1 och y = 1. Lokala maxima: f(—2) = —32/9, lokala minima:
f(2)=0

7. —

8. —

1995 I

L oa)3z+7y=22, b)3/5, oL, dy=-—wellery=2/3, ez =—1/3

T9 = —3, f) —a
a)llz — 6y = 4, b)z>0,-2<z<-5/4

a)nn /5, m/4+nm/2 b) nm/10, c) —m/8 +nn/2, —m/20 + nxw /5, n heltal

a)xry =x9=—-1/2, 23 =24 = 1+i\/§, Ty = Tg = %, b) z = In(1 + v/2)
p=3/2, k=637

Asymptoter: z = 1/3, z = £2 och y = 4. Lokala maxima: f(0) = —3, lokala minima:
f(13/4) = 2916/1225 (Terrasspunkti f(1) = 0.)

7. a)2/5, b)8/15

8. —

1996

1. a)a 7%  b)K(z) =449, R(z)=212—-19, c)z=4/3, d)1/v26, e)120°,

® N G

240°, ) MP = (2,-3/2), R=5/2
a)8y —bx=1,20y+ 32z =47, b)z=—16/15

Cos A = ﬁ,cosB = ?3%/65\/5
~1,2, —(34+14v/23)/4

12 (a.e.)

a=4,b=1,¢c= -2

V5 (m)
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1997

1. ay—(y+1), b)dr—-3y=9  13/8, d)v5 e z+8 =2
o< —-Lxz>0
. Lokalt minimum: y(—In2) = 0, Lokalt maximum: y(In 3) = 145/27

. a) 126,9° + n360°, 216,9° + n360°, n heltal, b) 13/9

2
3
4
5. y=5-3z,y=9x - 19
6
7
8

14+5
2
1998
1L a)yz=-26, bk=8 ¢ -19/6  d) Lz
2. a) Ingen (reell) 16sning, b)x1 =4/3, 29 =5/4
3. a)yw/6+n2n/3,7/2+n2w,  b)n2w/3, nheltal
4. 3z + 4y =41n(3/2) — 3 respektive 3y — 4o = 4+ 41n(3/2)
5. Lokala maxima: y(—1) = 18, y(v/5) = 2; Lokala minima: y(—/5) = 2, y(1) = —14
6. 135° (konstant)
7 8nR3
© 3
8. —
1999

1. a)2/V13, b)y=-3z+11, ¢)7992, d)8/5, e)-3<xz<0,z>3/2
a)v2—-1, b)1o/11

1 =0,00=2,234 = (—2+4V/11)/3

8r+y=—-17, -8y =6

a) —mw/16 + nn /4, b) 2nm, 7 /3 + 2nm, n heltal

a=40/7,b=8/7,¢c=—13/7

® N o O k= »W D

Den sokta fyhorningen &r kvadraten.
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2000

1.

S

d) 70°, 110°, 190°, 230°, 310°, 350°,

a)x = —1In3, b) z = (v2e —1)/3
9y — 8x =18In3 — 16, 8y + 9z = 161n3 + 18
r<—1,2>2

a)1/5, b) —12/5, c) 37/55
(o)

a) & = ={2,  b)max|p—q| = |

24

Qx = —1/2, 29 = —1,



