Losningar till tentamen: Matematisk statistik och
signalbehandling (ESS011), 14.00-18.00 den 14/1-2009

Examinator: Serik Sagitov (Kursansvarig: Ottmar Cronie)
Tillatna hjalpmedel: Tabell "Beta", utdelad formelsamling,
valfri rdknedosa(minnestomd)

Betygsgranser: 12p — Betyg 3, 18p — Betyg 4, 24p — Betyg 5
Maxpoang: 30p

1 Antag att du kastar en réittvis sex-sidig térning (alla sidor har lika sanno-
likhet). Betrakta nu héndelsen A = {5,6}, dvs héndelsen att vi i ett visst slag
far atminstone 5. Ange i var och ett av fallen nedan en héndelse B sadan att

a) B &ar oberoende av A. (1p)
b) P(A|B) = 5. (1p)
¢) P(AUB) =1o0ch P(ANB) = ;. (1p)
Losningar:
a) B={1,2,3,4,5,6} = ANB=A, P(ANB)=2-1=P(A)P(B)
b) B ={3,4,5,6} = P(A|B) = TE2 = £ = 28 = |
¢) B=1{1,2,3,4,5} = AnNB = {5}, AUB = {1,2,3,4,5,6} = P(ANB) = ¢,
P(AUB)=1
2 Antag att den stokastiska variabeln X &r normalférdelad med vantevirde 3

och varians 9. Lat nu Y = %X —1.

a) Vad har Y for typ av fordelning och vad &r dess vintevirde och varians?
(1.5p)

b) Vad ar sannolikheten att Y &r dtminstone 17 (1p)
¢) Berdkna Cov(X,Y). (1.5p)
Losningar:
a) E[Y]=fE[X]-1=0, Var(Y) = (1/3)? Var(X) =1 = Y ~ N(0,1)
b) Pga att N(0,1)-férd. &r symmetrisk i 0 far vi P(Y > 1) = P(Y < —-1) =
0.1587

¢) Cov(X,Y) = Cov(X,3X — 1) = £ Cov(X,X) = £ Var(X) =3



3 Besvara foljande sma fragor:
a) Vad ar definitionen av ett typ I-fel respektive ett typ II-fel? (1p)

b) Vad skall gélla for att en funktion f(z) skall vara en téthetsfunktion for
en kontinuerlig stokastisk variabel Y7 (1p)

¢) Lat X ~ Exp(r). Vad ar P(X =5)? (1p)
Losningar:

a) Typ I-fel ar slh att forkasta Hy givet att Hy &r sann. Typ II-fel &r slh att
acceptera Hy givet att mothypotesen dr sann

b) f(x) >0, [%, f(a)dz =1, Pa <Y <b) = [ f(x)da

¢) P(X =5) =0 eftersom X &r en kontinuerlig stokastisk variabel
4 Foretaget "Déack som bara den AB" far varje dag in en lada med ventiler
till de déck som tillverkas i fabriken. Varje lada bestar av 100 ventiler och fran
varje lada som inkommit plockar man slumpméssigt ut 10 stycken som testas
for lackage. Om nagon av de testade ventilerna lacker skickar man tillbaka hela

ladan med ventiler till underleverantéren. En viss dag far man in en lada som
totalt innehaller 5 trasiga ventiler.

a) Lat Z beteckna antalet trasiga ventiler som man stoter pa. Vad har Z for
sannolikhetsfunktion? (1p)

b) Hur manga av de undersokta ventilerna forvéntas vara trasiga? (1p)

c¢) Vad édr sannolikheten att ladan inte skickas tillbaka? (1p)

d) Vad ar sannolikheten att man finner mer &n en trasig ventil? (1p)
Losningar:

a) Z ar hypergeometriskt fordelad med parameter (N, n,m) = (100, 10,5),
f2() = P(2 = ) = (EE)

n

b) E[Z] =mn/N =1/2

¢) P(Z=0)= % = 0.5838

Q) P(Z>1)=1-P(Z<1)=1-P(Z=1)—P(Z=0)=1—0.3394 —
0.5838 = 0.0769
5 Lat Xi,..., X, vara ett stickprov pad X ~ N(u,0?).

a) Harled och skriv fullstindigt ut log-likelihoodfunktionen (bara den icke-
logaritmerade likelihood-funktionen ger inga poéng). (1p)

b) Finn maximum-likelihoodskattaren for o2. (1.5p)

c¢) Ar detta en vintevirdesriktig (unbiased) skattare for o2 (visa)? (1.5p)



Losningar:
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6 Koncentrationen av en aktiv ingrediens i ett flytande tvattmedel formodas
paverkas av typen av katalysator som anvénds i tillverkningsprocessen. Man
har gjort ett antal métningar av koncentrationer med de tva katalysatorer som
finns tillgdngliga (ddr enheten &r gram aktiv ingrediens per 100kg tvittmedel)
och fatt féljande data:

Katalysator 1 ‘ Katalysator2

ny = 16 ne = 14
T1 = 6150 To = 5250
S1 = 80 So9 = 75

a) Konstruera ett tvasidigt 99%-igt konfidensintervall for den forvantade kon-
centrationsdifferensen. (1.5p)

b) Vad drar du for slutsats i a)? (motivera) (0.5p)

¢) Anvind ett ensidigt hypotestest (signifikansniva 0.01) for att se om katalysator-
erna ger upphov till ndgon skillnad i férvintad koncentration. (1.5p)

d) Ge och motivera de antaganden som du har gjort i a) och ¢)? (0.5p)
Losningar:
a) Om varianserna antas vara lika:

Konfidensintervallet ges av X; — X + tg;llxl;z 2)Sp Tt n%

g2 — (n1—1)S7+(n2—1)S3
P ni+ns—2



och vi far s, = \/ (6-DS° 1 -UTS — \/6040.179 = 77.719 samt t g9 =
2.763

Inséittning ger intervallet 6150 —52504+2.763-77.719/ &= + & = 90079,
dvs 1 — pe2 € (821,979)

Om varianserna antas vara olika:

Konfidensintervallet ges av X; — Xo + tgfly)ia)/w/ % + %
_ (82 /n1+53 /na)?

7= {(Sf/m)zmm—1>+<S§/n2>2/<n2—1)J

Vi far v = \\(802/16)2(/8(0126/715)17(5;25/21/?&2)2/(1471)J = |27.8481] =27

och dirmed t{00: = 2.771

Insittning ger intervallet 6150 — 5250 & 2.771/8% 4 752 —

14
(1 — pp € (822,978)

900 £ 78, dvs

:

b) Katalysator 1 dr att foredra da den ger upphov till mer av den aktiva
ingrediensen i slutprodukten. Hade 0 funnits med i intervallet hade det ej
gatt att géra nagot uttalande.

c) Vi testar Hy : g = po mot Hy : pg > po.

Om varianserna antas vara lika:
=0

B ~ /_M
Teststatistikan (under Hy) ges av T = (X, ;Q)\)/l(ﬁl — )
P\ n1 " ng
och den forkastas om T > té?gg) = 2.467. Eftersom den observerade test-
statistikan T,,; = 31.64 > 2.467 kan vi forkasta Hj pa signifikansnivan
0.01.

Om varianserna antas vara olika:
=0

- o7 \
Teststatistikan (under Hy) ges av T' = (XﬁXZ)S;(MSlz_ )
ny t g

och den férkastas om 1" > t((fgg) = 2.473. Eftersom den observerade test-

statistikan T, = 31.78 > 2.473 kan vi forkasta Hj pa signifikansnivan
0.01.

I fallet Hy : p1 = po mot Hy : p1 # pe anvinder man de kritiska grénser
som ges av kvantilerna i uppgift a).

d) Forutom antagandet om huruvida de underliggande varianserna &r lika
eller ej sa maste de tva stickproven vara oberoende och normalférdelade.

7 En forskare havdar att atminstone 10% av alla hockeyhjalmar har ett visst
tillverkningsfel som skulle kunna ge upphov till skador hos bararen. D& man
kontrollerar 200 hjélmar upptéicker man att 16 av dessa har det patalade felet.

a) Ta reda pa, mha ett lampligt hypotestest med signifikansnivan 0.01, om
detta stodjer forskarens pastaende. (1.5p)



b) Finn testets p-virde. (1.25p)

c¢) Vad skulle ett 99%-igt konfidensintervall baserat pa informationen ovan
ha for bredd? (1.25p)

Losning:

a) Vi testar Hp : p = 0.1 mot Hy : p # 0.1.
D& antalet (n = 200) oberoende Bernoulli-forsék som gérs (ger oss en
Binomialférdelning) dr stort giller det att X (antalet trasiga hjdlmar) &r
approximativt normalfoérdelat enligt centrala gransviardessatsen.

Teststatistikan ges av T’ = % X N(0,1) (under Hy).
p(1-p)/n
Vi forkastar Ho om |T| > 21_q/2
= 16/200 = 0.08
Eftersom den observerade teststatistikan |Tpps| = | — 0.943| = 0.943 <
2.576 kan vi ej forkasta Hy pa signifikansnivan 0.01

b) Lit Z ~ N(0,1). p — virdet = P(Z < —0.943) + P(Z > 0.943) =
1—P(0.943 < Z < 0.943) = 1—2($(0.943) — ®(0)) = 1—2(0.8264—0.5) =
0.3472.

¢) 221_a21/B(1 — p)/n = 0.0988259
8 Vikt (X) (pounds) och systoliskt blodtryck (V') (blodtryck vid hjartats sam-

mandragning) hos 26 slumpméssigt utvalda (och oberoende) mén i aldrarna 25-
30 visas i tabellen nedan.

Patientnr Vikt Blodtryck | Patientnr Vikt Blodtryck
1 165 130 14 172 153
2 167 133 15 159 128
3 180 150 16 168 132
4 155 128 17 174 149
5 212 151 18 183 158
6 175 146 19 215 150
7 190 150 20 195 163
8 210 140 21 180 156
9 200 148 22 143 124
10 149 125 23 240 170
11 158 133 24 235 165
12 169 135 25 192 160
13 170 150 26 187 159

Antag nu att vikt och blodtryck &r bivariat normalférdelade. Fran virdena ovan
far vi att

> w=4743 > y; =3786 Y a7 =880545 » i =555802 » ayy; = 697076
a) Utfor en linjar regression (dér alla koefficienter samt regressionslinjens
slutliga form anges) med blodtryck som svarsvariabel. (2p)
b) Tolka koefficienterna (uttryckt i termer relaterade till problemet). (0.5p)

c) Skatta korrelationskoefficienten. (0.5p)



d) Testa hypotesen att korrelationen &r 0 pa signifikansnivan 0.05. (1p)
Losningar:

a) u; = E[Y|X = x;] = fo + fiz; diar X anger vikten och Y blodtrycket.
n = 26.
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Bo =17 — T = 69.1048
Y]z = By + Brz = 69.1048 + 0.4194x

b) D& man inte har nagon vikt (later konstigt) ger sambandet att man har
69.1048 i blodtryck och det okar med 0.4194 enheter per pound.

0
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VS (s - 1) (Saf - £ (C00?)

d) Vi testar Hy: p =0 mot Hy : p # 0.

Teststatistikan ges av T = R\l/\/% som under Hy &r t-fordelad med n — 2
frihetsgrader.

Vi forkastar Ho om [Tope| > £ ), = t{%)s = 2.064.

Vi far Tops = ﬁ% = 5.97883 och kan darmed forkasta Hy.



