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1. Ett lotteri innehaller 100 lotter varav 5 ger vinst. Forst drar Ottmar en
lott, dérefter drar Bill en lott. Lat A vara hindelsen att Ottmar drar en
vinstlott och lat B vara hindelsen att Bill drar en vinstlott.

a) Ange P(4), P(B|A), P(B|A°). (1p)

b) Berikna P(AN B) och P(A°N B). (1p)

¢) Berikna P(B). (1p)

d) Ar A och B oberoende hiindelser? Visa matematiskt. (1p)
e) Beriikna P(AU B). (1p)

Loésningar:

a) P(A) = 5/100 (1/3p), P(B|A) = 4/99 (1/3p), P(B|A°) = 5/99
(1/3p)

b) P(ANB) = P(B|A)P(A) = 55 (1/2p), P(A°NB) = P(B|A®)P(A°) =
5500 (1/2p)

¢) Berikna P(B )f P(ANB) +P(A°NB) = 55 (1p)

d) P(AN B) = 5555 # 2005 = %QL P(A)P(B) (1p)

e) P(AUB) =P(A) +P(B) —P(AN B) =97/990 (1p)

2. Man missténker att en mottagare inte tar emot sénda signaler pa ett kor-
rekt sétt. For att ta reda pa om sa &r fallet skickar man 20 oberoende med-
delanden dir varje meddelande bestar av en sekvens av 3 oberoende kon-
trollsignaler. Ett meddelande godtages som korrekt mottaget om atminstone
2 av kontrollsignalerna mottages korrekt. Antag nu att sannolikheten ar
0.5 att en kontrollsignal mottages korrekt. Lat X beteckna antalet korrekt
mottagna meddelanden.

a) Vad har X for typ av fordelning? (1p)
b) Bestdm parametrarna i férdelningen for X. (2p)

¢) Beridkna sannolikheten att atminstone tva meddelanden mottages
korrekt. (1p)

d) Man kan mdojligen approximera fordelningen for X med en annan typ
av fordelning. Vilken &r fordelningen och vilket resultat motiverar
approximationen? Motivera varfér fordelningen for X uppfyller de
krav som stélls for att approximationen skall gélla? Goér om fraga
¢) men anviind dig denna gang av den approximativa fordelningen.

(2p)



Loésningar:

a) X dr Binomialférdelad (1p)
b) X ~ Bin(n,p)
n =20 (1/2p)
Lat Y ~ Bin(3,05),p=PY >2)=1-PY <1)=1-PY =
1)—P(Y =0)=1-3-0.5%—0.5%=0.5 (3/2p)
OPX>2)=1-PX<1)=1-PX=1)-P(X =0)=1-20-
0.52% — 0.5%0 = 0.99998 (1p)

d) Enligt Centrala grinsvirdessatsen (CGS) giller att X “X" N (np, np(1 — p)) =
N (10,5) (1/2p)
Approximationen fungerar eftersom np = 10 > 5 (tumregeln) (1/2p)
Lat Y ~ N (10,5),
N _ Y —E[Y] 15-E[Y] | _
P(X 2 2) = P(Y > 15) = 1 - P 2=l < \/Var(y)> =1
3 (—3.80132) > 1 — & (—3.69) = 0.9999 (1p)

3. Forklara foljande begrepp inom punktskattning:

a) Stickprov. (1p)

b) Skattare och skattning. (1p)

¢) Vintevirdesriktig (unbiased) skattare. (1p)
d)

Vad &r ett ldmpligt kriterium for val mellan tva vantevéirdesriktiga
skattare? (1p)

Lésningar:
a) Stokastiska variabler X,..., X, som ér oberoende och likaférdelade
(1p)
b) Skattare: En statistika 0 = 0 (X1, ..., X,) (funktion av stickprovet)
som anvénds for att skatta en parameter 6 (1/2p)

Skattning: Det virde skattaren far da den réknas ut for det observer-
ade stickprovet, 0 (x1,...,2,) (1/2p)

¢) E[6] =6 (1p)
d) Man viiljer den som har minst standardfel, dvs om E[f;] = E[f,] = 6
och \/Var(él) < \/Var(ég) da viljer vi 6; (1p)

4. Lat X, ..., X g vara ett stickprov fran N(0, 1)-férdelningen och 14t dessu-
tom Yi,..., Y3 vara ett stickprov fran N(1,4)-férdelningen. Antag att
bada stickproven ar oberoende. I vanlig ordning betecknar X och Y medelvirdena
av de respektive stickproven.
a) Varfor #r X — Y normalférdelad? (1p)
b) Vad har X — Y for exakt fordelning? (1p)
¢) Vad #r Cov (X1,Y)? (1p)
d) Vad &r P(X — Y < —1). (1p)



e) Betrakta nu ett stickprov Gy, ...,G, som kommer fran en Poi(\)-
fordelning.
Finn momentgenererande funktionen for G =3 | G;.
Vad for fordelning har G? (3p)

Loésningar:

a) Eftersom varje linjarkombination av oberoende normalférdelade stok.var.
ar normalférdelad far vi att X = Zil %8Xi ar normalfordelad pga
att Xi,...,X1s dr oberoende och normalférdelade (enl. definitio-
nen av ett normalférdelat stickprov) och med samma resonemang
far vi att Y = Zfil %Yi ar normalfordelade pga att Yp,...,Ysq ar
oberoende och normalférdelade. Detta medfor att X — Y i sin tur &r
en linjirkombination av oberoende normalférdelade stok.var. (de tva
stickproven dr oberoende) och dérfor &r normalfordelad. (1p)

b) E[X — ¥] = E[X,] — E[Y}] = —1 (1/2p)

Var (X - Y) %" Var(X) + Var(Y) = Varl(éxi) + vag(ﬁyi) = 3/18
(1/2p)
X —Y ~ N(-1,3/18)

c¢) Cov (X1,Y) e (1p)

d) Vad ir (X —Y < —1) = 1/2 (1p)

e) Varje G; har momentgenererande funktion mg, (t) = e
mg(t) =E [etG] =F [eZLl tGi] ober. H?:l E [etGi] = H?:l e —1) —
enA(et —1) (2p)

G har samma momentgenererande funktion som en Poi(n\)-fordelad
stok.var. <& G ~ Poi(nX) (1p)

Ae’ —1)

5. Lat Xi,..., X vara ett stickprov fran Bin(n, p)-férdelningen.

a) Hirled p,,;; maximum-likelihood-skattaren for p. (2p)

b) Antag att n = 5. Vad blir maximum-likelihood-skattningen da vi har
foljande observationer? (1p)
1 01 2 0
00010

c) Ar P, en vintevirdesriktig skattare for p? Vad har p,,; for stan-
dradfel? Visa. (2p)

Losningar:
a) L(p) = [1iy fx (@) = TLy (7)p™ (1 —p)"~ (1/2p)
E
U(p) := In(L(p)) = X4, tn { (1) }+in(p) i, witin(1—p) 1 (n—
z:) (1/2p)
—

k k
0= %5) = %zizlxi_ ﬁzz‘:l(”_mi)
k k
pYimi(n—wi) = (1=p) 3, i

k k
PO i M= T
==

~ k
Pmi = ﬁ 21:1 X; (1p)



b) Skattningen ges av p = ===(1+1+2+1) =0.1 (1p)

¢) Epmi] = - S0 E[Xi] =p (1p)
——

=np
E(pmi) = v/ Var(pmi) \/ Var ZZ 1 X) (ﬁ)z Zle Var(X;)
~——

=np(1-p)
\/lmrzzgcz p) _ \/p(}lzp) (1p)

6. En skyddsfilm for LCD-skdrmar #r under framtagning. Syftet &r att den
skall reducera méngden skadlig stralning som skdrmen avger (méts i en-
heten skstr). Métningar gors pa 8 skiirmar (prototypen som provas ér dyr
att ta fram) dels fore man sitter dit skyddsfilmen och dels efter skyddsfil-
men har placerats pa skidrmarna (normalférdelning kan antagas gilla for
alla linjarkombinationer av stickproven):

Dator 1 2 3 4 5 6 7 8
Utan film 56 6.3 49 58 55 57 6.1 54
Med film 5.2 58 43 52 46 47 58 55
a) Finn ett lampligt dubbelsidigt 95%igt konfidensintervall for att gora
ett utlatande om den forvintade stralningsforindringen. (2p)
b) Kan man pa basis av intervallet i a) dra slutsatsen att filmen minskar
stralningen? Motivera. (1p)
¢) Om normalférdelningsantagandet ej hade varit uppfyllt, vad hade
man da varit tvungen att kriava for att konstruktionen av intervallet
i a) (approximativt) skall gilla? (1p)
d) Genom att utfora ett signifikanstest som besvarar fragan om vi har
fatt forminskad stralning, motivera huruvida det erhallna p-vardet
stodjer en férminskning, givet signifikansnivan 0.05. (2p)
Losningar:
Dator 1 2 3 4 5 6 7 8
) Utan film, y; 56 63 49 58 55 57 6.1 54
Med film, x; 52 58 43 52 46 47 58 55
Differens, d; = z; —y; -04 -05 -06 -06 -09 -1 -0.3 0.1
n=3_8

d=15" d;=—0525

s3=-23" (d; — d)? =0.119286

sq = 0.345378

o =005 = t\" 1) = 1§} = 236462

(1p)

(a6 s d 1 ), 2] = [-0.813742,-0.236258] (1p)

b) Eftersom alla vérden i intervallet &r negativa (det innehaller ej 0)
konstaterar vi (med slh 0.95) att filmen minskar stralningen (1p)

¢) Man hade varit tvungen att kriva ett stort stickprov (1p)
d) Vi testar Hy : pup = px —py = 0mot Hy : up = px —py <0

(1/2p)



ctilen. T Dopp D
Teststatistika: T = Salve = Sa/VR 7T8_1

Observerad teststatistika: T,ps =
(1/2p)

pvirdet: X ~ Ty, P = P(X < Typs) = P(X < —4.20042) = P(X >
4.29942) < P(X > 3.49948) "2 0.005, s4 vi kan forkasta Hy : up =
0 pa signifikansnivan 0.05(1p)

d _ _ _ -0525  _ _
sqa/V8 ~ 0.345378//8 4.29942

7. Pastorisering av juice gor att juicens hallbarhet forldngs avsevért. Man
jamfor tva olika typer av pastoriseringsmaskiner och dr intresserad av
hur snabbt varje maskin forviintas kunna fylla ett juicepaket. Vi har fatt
foljande information om vara (normalférdelade) stickprov.

Maskin 1 Maskin 2

ny = 25 Nng = 25
T1 =115.5 o =112.7
s2=252 s3=176

Vad kan du statistiskt faststilla (signifikansniva 0.2) om férhallandet
mellan varianserna i de tva stickproven? (2p)

Testa hypotesen att de tva maskinerna i snitt &r lika snabba (sig-
nifikansniva 0.1). (2p)

Baserat pa din utsaga i b), vilken typ av fel finns det risk att vi har
begatt? (1p)

Losningar:

a)

c)

Vi testar Hy : 07 = 03 mot Hy : 0} # 03 (1/2p)
2
Teststatistika: T = % ~ F(25—1,25—1) (1/2p)
Forkasta Hy : 02 = 03 pa signifikansnivan a = 0.2 om:
FemobeT 2 f 2 70185 < T eller Ty < 058760 =

24,24 ne—1,n;—1 ni—1ngs—1
1/ f55 =175y = fOy Y (1/2p)

Observerad teststatistika: Tpps = j—z = 222 = 3.31579 (1/4p)
2 .

Vi kan férkasta Hy : 02 = 03 pa signifikansnivan o = 0.2 (1/4p)

Vi testar Hy : p3 = p3 mot Hy : p2 # p3 (1/2p)

Vi betraktar varianserna som olika pga utfallet i uppgift a) och far
teststatistikan:

T — (X1 —Xo)—(pa—p2)o T. di
/53 /m+5% /ns y dér

s2/ni+s3/n ?
Y= M(//)#//))J = |37.2693) = 37 (1/2p)

ny—1 ng—1

Forkasta Hy : u3 = p2 pa signifikansnivan o = 0.1 om:
37 30

fl@m = 80 ~ £330 = 1.69726 < |Tos| (1/2p)

Observerad teststatistika:

T _ T1—To — 115.5—112.7 = 9244451 (1/4
obs Vs2/mits2/ne  \/(25.247.6)/25 51 (1/4p)

Vi kan forkasta Hy : u3 = p3 pa signifikansnivan o = 0.1 (1/4p)
Typ I-fel = Forkasta Hg|Hy sann (1p)




8. For att undersoka hur temperaturen forindras ju langre norrut i Sverige
man kommer, s& méttes arsmedeltemperaturen ar 2004 i 11 svenska orter.
De aterges i foljande tabell tillsammans med orternas latituder.

Ort Latitud Medeltemperatur
Jokkmokk 66.6 -0.6
Umea 63.5 4.0
Ostersund ~ 63.1 4.2
Gavle 60.4 5.8
Karlstad 59.2 7.0
Stockholm 59.3 7.6
Goteborg 57.8 7.7
Jonkoping 57.4 6.0
Visby 57.6 7.6
Kalmar 56.7 7.5
Lund 55.7 8.5

Sx=6573 Y.y =653
S.a2 =39380.5 Y, y2 = 455.95

a) Sétt upp en linjir regressionsmodell. (1p)

)
b) Skatta samtliga parametrar i modellen. (1p)
)

Testa pa signifikansniva o = 0.05 hurvida arsmedeltemperaturen
2004 sjonk ju langre norrut man kom.
Vilka antaganden kravs for testet? (3p)

C

d) Tolka koefficienterna (uttryckt i termer relaterade till problemet).
(1p)
Loésningar:
a) Yi = fo + fixi + E; (1p)
b) b = ZEos i Bl v _ 07234 (1/2p)
bo = § — by = 49.1636 (1/2p)
¢) Vitestar Hy: f1 =0 mot Hy : 51 <0 (1/2p)

s Bi-pY B -

Teststatistika: T' = S = NG I?j%(z e Ti1-2 (1/2p)
Forkasta Hy : 1 = 0 pa signifikansnivan o = 0.05 om:
T < —t".2 = ) = —1.83311 (1/2p)
Man finner att s2 = ﬁ S (yi — bo — b1z;)? = 1.0312 = s = 1.01548
(1/2p) b
Obs d teststatistika: Tpps = L = —7.5656 (1/4

serverad teststatistika: Tpp NN ST SENE (1/4p)
Vi kan forkasta Hy pa signifikansnivan o = 0.05 (1/4p)
Vi kréver att E,..., E, & oberoende och normalférdelade (1/2p)

d) Da latituden #r 0 dr temperaturen 49.16 grader (1/2p) och den avtar
med 0.7234 grader per latitud (1/2p)



