Losningar till tentan ESS011: Matematisk statis-
tik och signalbehandling — Tid: 14.00-18.00, Da-
tum: 2010-01-13

Examinator: Ottmar Cronie (Serik Sagitov)

Jour: Ottmar Cronie, tel. 031-772 35 44

Hjilpmedel: Utdelad formelsamling, Formelsamling ”Beta”, Riknedosa.
Betygsgrinser: For betyg 3 kriavs 13 poéng, for betyg 4 krivs 20 poéng, for
betyg 5 krivs 26 podng, max. 33 poing.

Fullstindig och vilmotiverad 16sning pa uppgift krivs for att full poing skall
erhallas.

1. a) Ange de tre sannolikhetsaxiomen. (1p)

b) Visa mha sannolikhetsaxiomen att P(A°) =1 —P(A). (1.5p)

¢) Visa mha sannolikhetsaxiomen att for héndelser A och B sadana att

A C B giller P(A) < P(B). (1.5p)
Loésningar:

1) For utfallsrummet, S, géller P(S) =1
2) For varje hindelse A C S géller P(4) >0
3)

For disjunkta hindelser A1, Ao, ... giller att
]P(Al UAQU"') :P(A1)+P(A2)+

b) 12 P(S) = P(AU A¢) 2 P(A) + P(A°) & P(A°) = 1 — P(A).

a)

¢) P(B) = P(AU(A°NB)) 2 B(A)+P(A° N B) 2 P(A) ty A och A°N\B
>0

ar disjunkta.
2. Betrakta forsoket att kasta tva (oberoende) rittvisa térningar.
a) Berikna sannolikheten att 6gonsumman blev 4 (1p)
och beriikna nu den av hiindelsen i uppgift a) betingade sannolikheten att

b) den forsta tdrningen gav en 3:a, (1.5p)
¢) den andra térningen gav 2 eller firre 6gon, (1.5p)

d) bégge térningarna visade ett udda antal 6gon. (1.5p)
Loésningar:

a) B = {6gonsumman blev 4}
ober

P(B) = 2P(forsta ger 1, andra ger 3)+P(forsta ger 2, andra ger 2) "="
2(1/6) + (1/6)* = 15

b) A = {den forsta térningen gav en 3:a}

_ P(ANB) __ P(A,{andra térningen gav en 1:a}) ober. (1/6)2
P(A|B) = FpP) = Al Ren s Do Qi =1/3




¢) A ={den andra té#rningen gav 2 eller farre dgon}
P(A N B) = P({andra gav 2 6gon, forsta gav 2 dgon}

disj.

U{andra gav 1 6ga, forsta gav 3 6gon}) "= 2(1/6)? = 1/18

P(ANB) _ 1/18 _
P(A|B) = P(B) — 1/i12 — 2/3

d) A = {bidgge tdrningarna visade ett udda antal 6gon}
P(AN B) = 2P({andra gav 1 6ga, forsta gav 3 6gon}) = 1/18

P(ANB 1/18
P(A|B) = (IP(B)) = 1?12 =2/3

3. Antag att kanalerna i Nederldnderna fryser till och blir skridskodugli-
ga nagon gang under vintern med sannolikheten 0.2 och att detta sker
oberoende mellan vintrar. Lat X beteckna antalet vintrar som det gar att
aka skridskor de nirmaste 3 aren.

a) Vad har X for fordelning (ange bade typ av fordelning och dess
parametrar)? (1p)
b) Vad &r sannolikheten att det kommer att ges mojlighet att aka skrid-

skor liangs kanalerna nagon gang de nidrmaste 3 aren? (1.5p)

Lat Y beteckna antal vintrar vi far vénta till dess att vi upplever en vinter
med is for forsta gangen (vintern med is inkluderas i dessa).

¢) Vad har Y for férdelning (ange bade typ av foérdelning och dess
parametrar)? (1p)

d) Vad #r det forvintade antalet vintrar vi far vinta till dess att vi
upplever en vinter med is for forsta gangen? (1p)

Losningar:

a) X ~ Bin(n,p) dirn =3, p=0.2.

b) PX>1)=1-P(X =0)=1-(3)p°(1—p)" " =1-0.8% = 0.488.
)Y ~ Geo( ) dir p = 0.2.

d) EY] =3 =55=5

p
4. Nagra fragor om punktskattning.

a) Definiera foljande begrepp (matematiskt):
Stickprov (”sample”), skattare (”point estimator” ), skattning (” point

estimate”), vintevirdesriktigt skattare ("unbiased estimator”) och
standardfel ("standard error”). (2.5p)

Lat Xq,..., X, vara ett stickprov fran Exzp(\)-férdelningen, dvs fx,(z) =
e~ A2 $>O och E[X;] =1/

b) Hirled 5\ml§ maximum-likelihood-skattaren fér A. (2p)

¢) Antag att vi har gjort de tva observationerna z; = 2 och 2 = 6.
Skatta A mha skattaren i b). (0.5p)

Loésningar:



a) Stickprov: Xi,...,X,, oberoende och likafordelade.
En skattare, 6 = é(Xl, ..., Xp,), ér en statistika (en funktion av stick-
provet) som anvénds for att uppskatta virdet pa en parameter 6.
Skattning: det virde § = é(Xl, ..., X,) ger da vi stoppar in det ob-
serverade stickprovet, dvs é(;cl, cey X))
Skattaren 0 &r vinteviirdesriktigt om E[f] = 6.

Standardfel: SE(6) = 1/ Var(f).

b) Vi observerar Xi,..., X, som x1,...,Z,.

L) = foi (z:) = H e M = \leT Al %
i=1 =1

i=1
=
di(\) n < . 1 1
0 = —V—F=+- P = A= ———— = =
A ;x CINLX X
¢) Skattningen blir \,,; = 1= m =1/4.

5. Man haller pa att utveckla ett nytt system for att kontrollera belysning dér
syftet med det nya systemet ar att reducera el-konsumtionen i bostader.
Det nya systemet kommer slutligen att medfora att ett stort antal sensorer
kommer att anvéindas och man vill ddrmed vilja sensorer av god kvalitet.
Foljande test har utférts pa de tva sensortyperna man star i valet och
kvalet mellan.

Sensor Typ1l Typ2
Antal testade mottagare | 100 100
Antal trasiga exemplar 2 4

a) Finn ett 95% konfidensintervall for skillnaden i felfrekvens for de tva
typerna. (2p)

b) Baserat pa intervallet i b), kan man dra slutsatsen att sensortyp 1 dr
att foredraga? (1p)

¢) Vad &r det for teoretiskt resultat som rittfirdigar konstruktionen av
intervallet i b)? (1p)

Loésningar:

—

a) P1 — P2 = }51 _ﬁQ =0.02 - 0.04 = —0.02.
Med z1_n/2 = 210052 = 1.96 (konfidensgrad o = 0.95) far vi
foljande konfidensintervall:
PL— P2 £ 21_ayo/D1(1 = p1)/n1 — Po(1 — p2) /ne = —0.02 + 0.047,
dvs (—0.067,0.027).

b) Nej, ty intervallet innehaller 0.

¢) Centrala grinsvirdessatsen.



6. Femton vuxna mén i aldrarna 35-50 deltog i en studie dér man ville
pavisa att kost och motion paverkar blod-kolesterolnivaerna. Vid studi-
ens start métte man alla deltagares kolesterolnivaer och man upprepade
sedan métningarna igen efter 3 manader, en period under vilken deltagar-
na fick genomga ett motionsprogram och 6verga till en fettsnal diet. De
uppmétta virdena finns i tabellen nedan.

1 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
Fore (x;) | 265 240 258 295 251 245 287 314 260 279
Efter (y;) | 229 231 227 240 238 241 234 256 247 239

i 11 12 13 14 15
Fore (z;) | 283 240 238 225 247
Efter (y;) | 246 218 219 226 233

a) Undersok genom att konstruera ett lampligt enkelsidigt konfidensin-
tervall med konfidensgrad 0.95 om dessa observationer styrker forskar-
nas tes att den nya kosten och motionen minskar den forvintade
kolesterolnivan i blodet. (3p)

b) Vilket hypotestest motsvarar konfidensintervallet i a)? Beskriv testet
genom att ange noll-hypotes, mothypotes samt signifikansniva. Svara,
utan att utfora sjilva testet, pa vilken slutsats testet pabjuder. (1p)

c¢) Baserat pa din utsaga i b), vilken typ av fel finns det risk att vi har
begatt (ge namnet pa felet)? (1p)

Loésningar:

a) Vi har parvisa observationer och far dérfor ett parat t-test.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
di=vy;—x; | -36 -9 -31 -55 -13 -4 -53 -38 -13 -40 -37 -22 -19 1 -14

d = —26.8667, sq = 19.0371, t;_q.n_1 = to.9514 = 1.76131
Konfidensintervallet ges av:
pup =y — px < d+t1_an_154/v/n = —26.87 + 8.66 = —18.21
Intervallet innehaller ej 0.

b) Hy:pup =py —pux =0, Hy : up = py — px < 0. Vi kan forkasta
Hy pa signifikansnivan o = 0.05.

c) Typ L-fel.

7. En rymdfarare i fird med att landa pa en okind planet upptéicker att
hennes farkost har slut pa brénsle vid inbromsningen, varfér hon faller
fritt mot planetens yta. Hon vet fran sin NASA-utbildning att hastigheten
v véxer linjart med tiden ¢, dir proportionalitetskonstanten i detta fall
utgors av planetens tyngdacceleration g. Som tidsfordriv forsoker hon
berdkna g och tar féljande métvéarden.

Dti=124 ) w;=3672 > 17 =2468 > t;v; =58114



i 1 2 3 4 ) 6 7 8 9

Tid (sekunder), t; 0 5 7 10 12 15 20 25 30

Hastighet (m/s), v; | 268 319 342 373 395 416 475 521 563

Mitfelen fran farkostens hastighetsmétare antas vara oberoende och nor-
malférdelade med konstant varians.

a) Finn skattningen av den linjéra regressionsekvationen jiy-|; som beskriv-
er hastighetsforindingen och visa dess slutgiltiga form. (1p)

b) Tolka de skattade koefficienterna i ord. (1p)

¢) Finns det en signifikant linjir trend i hastighetsforindringen éver
den uppmiitta tidsperioden (dvs utfor limpligt test pa signifikansniva
a=0.01)? (3p)

Loésningar:

_ E tivi*% z ti Z v, 58114 124:3672 .
a) g = =5 Tt — s Tmnr = 090316 (1/2p)
v =17 — gt =408 — 9.90316 - 13.7778 = 271.556 (1/2p)

iy = + gt = 271.556 + 9.903t

b) Vid uppmétningens start forvintas hastigheten ligga pa 271.556 (1/2p)
och den Skar sedan med 9.903 m/s per sekund (1/2p).

c) Vi testar Hy : /1 = 0 mot Hy : 51 # 0 (1/2p)

tatictiln: T — BB _ B ~
Teststatistika: T = SIS = ST Ty—2 (1/2p)

Forkasta Hy : 01 = 0 pa signifikansnivan o = 0.01 om:
|Tobs| > t1—a/2,n—2 = to.095,7 = 3.4995 (1/2p)
Man finner att s* = —L= > (v; — v — gt;)? = 18.0618 = 5 = 4.24991
(1/2p) 0003

LR . — ) — . —
Observerad teststatistika: T,ps = TSI de)he T
64.2205 (1/2p)

Vi kan forkasta Hy pa signifikansnivan o = 0.01 (1/2p)




