Matematisk statistik LKT325
Tentamen 2018-04-06 med l6sningar

Tid: 8.30-12.30. Tentamensplats: Lindholmen

Hjilpmedel: Kursboken Matematisk Statistik av Ulla Dahlbom. Formel-
samlingen Tabell- och formelsamling i matematisk statistik, férséksplanering
och kvalitetsstyrning av Hakan Blomqvist. Boken och formelsamlingen far ej
innehéalla extra anteckningar, men understrykningar, sticks och markeringar &r
tillatna. Chalmersgodkind riknare.

Till varje uppgift skall fullstéindig 16sning lamnas!
Betygsgrinser: For betyg 3, 4 resp. 5 krdvs minst 20, 30 resp. 40 poéng.

1. (2+4 poiing) Antag att métvirdena 10.5, 11.8 och 9.6 kommer fran en
normalférdelning med véntevéirde u och standardavvikelse o. Antag ocksa
att métningarna dr gjorda oberoende av varandra.

(a) Berikna ett 95% konfidensintervall for 4 om o = 1.
(b) Berékna ett 95% konfidensintervall fér 4 om o oként.

Losning:

(a)  =10.6333. Intervallet blir

10.6333 + 1.96 x 1/v/3 = [10.6333 £ 1.1316] = | [9.5017, 11.7649)].

(b) s = 1.10604. t-tabellen, rad 2, kolumn 0.05, ger virdet 4.30. Inter-
vallet blir

10.633344.3x1.10604/v/3 = [10.6333 + 2.7459 | = [7.8874,13.3792]

2. (3+3+4 poéing) Anna har fort statistik 6ver hur langt hon gar pa en dag.
Hon har kommit fram till att strickan hon gar pa en dag kan betraktas
som en kontinuerlig stokastisk variabel £ med frekvensfunktion

flx) = 3500 (302% — 32%)  for 0 <z <10
0 for ovrigt

Enheten ar kilometer.

(a) Beridkna vintevirde och standardavvikelse for &.

(b) Berikna approximativt sannolikheten att hon gar mindre #n eller lika
med 620 kilometer under en tidsperiod pa 100 dagar. Vi antar att
strickorna hon gar under olika dagar kan betraktas som oberoende.

(c) Antag igen att vi tittar pa 100 dagar. Lat n vara lika med antalet
dagar av de 100 dagarna pa vilka hon gar lingre &n 5 kilometer.
Berékna approximativt P(n > 65).

Lésning:



10
o= ¢/O 22 f(z)dz — (B(€))? = ... = V40 — 36 = [ 2].

(b) Satt & = strickan hon gar dag nummer ¢, ¢« = 1,...,100. Totala
strickan hon gar under 100 dagar betecknas med T. Da &ar T =
Zg(i &;. Enligt centrala grénsvirdessatsen géller att T' dr approxi-
mativt N(6 x 100,2 x v/I00) = N (600, 20)-fordelad, sa (T — 600)/20
dr approx N(0,1)-fordelad. Sa

T — 600 _ 620 — 600
P(T < 620) = P(—5— < ——) = ®(1) = [08413]

10 11

Ple>5)= | J@)==1g

n dr Bin(n = 100, p = 11/16)-fordelad. Eftersom np(1 —p) = 21.5 >
10 &r n approx N(np, /np(1 —p)) = N(68.75,4.63512). Sa

n — 68.75 65 — 68.75
P(n>65)=1-Pn<65)=1-P( e < — o)

~1—®(—0.809) = 1 — (1 — ®(0.809)) = ®(0.809) =[0.791.

3. (6 podng) Antag att det i urna A finns 3 réda och 4 grona bollar, och
att det i urna B finns 2 réda och 5 gréna bollar. Forst véljer man en boll
slumpmassigt fran urna A och ldgger den i urna B. Sedan véljer man en
boll slumpmissigt fran urna B (som nu innehaller 8 bollar), och ligger
den i urna A. I det sista och tredje steget drar vi slumpéssigt en boll fran
urna A. Vad &dr sannolikheten att bollen vi drar i det sista steget &r gron?
Vi antar hela tiden att bollarna i urnorna ar vil blandade.

Losning: Det finns 4 fall som gor att vi drar en gron i sista och tredje
steget. Vi betecknar fallen med A, Ao, A3 och A,. Fallet A; &r foljande
sekvens av héndelser: Forst flyttas en gron, sedan en gron, och en gron
dras i tredje steget. Ag: gron - rod-gron. As: rod - gron - gron. Ag: rod -
rod -gron. Sannolikheten for A; kan berdknas enligt foljande:

4 6 4 96
Pld) =3 x5%7 =359

Den forsta faktorn kommer sig av att vi har 4 gréna bollar av 7 bollar
nér vi véljer i forsta steget. Den andra faktorn kommer fran att vi har 6
grona av 8 i andra steget, ifall det flyttades en gron i forsta. Det tredje
faktorn kommer fran att vi har 4 gréna bollar av 7 i tredje steget ifall det
flyttades grona bollar i de tva forsta stegen.

Pa liknande sitt fas att



3 5 b 75
Pda) = 72557 = 302
3 3 4 36
P A = - — _——= —
(Aa) =7 X5 7 = 32
Eftersom A;, A, Az, A4 samtliga dr disjunkta, fas
.. . . 231 33
P(gron dras i tredje steget) = P(A1)+P(A2)+P(As)+P(Ay) = 395 = | 56

. (441 poidng) Tre ingenjorsstudenter har tillsammans fatt sommarjobb pa
en biltidning. Som en del i ett reportage far de i uppdrag att testa om tre
olika biltillverkare producerar bilar med liknande bensinférbrukning. Det
ska bara testa en viss typ av bilar sa alla testade bilar har liknande pre-
standa (vikt, motorkapacitet osv.). Var for sig testar studenterna varsitt
bilmérke, fyra bilar fran varje mérke. De kor med varje bil tva timmar
i stadstrafik under liknande forhallanden. Hér dr bensinférbrukningen (i
liter per mil) de uppmiiter.

Bilméarke 1  Bilmérke 2  Bilmérke 3

0.541 0.602 0.635
0.676 0.688 0.592
0.589 0.662 0.592
0.561 0.724 0.561

Nir de samlat in all data borjar de fylla i en ANOVA-tabell for testet.

Variationskalla ‘ SS df MS F
Mellan bilméarken | 0.01527
Inom bilmérken

Totalt 0.03659

(a) Hjilp studenterna att komplettera ANOVA-tabellen. Utfor ett hypo-
testest, tolka resultatet och dra slutsatser. Ar det nagon skillnad pa
den genomsnittliga bensinférbrukningen hos de olika bilmérkena?

(b) Under testandet kor de tre studenterna bilar fran varsitt bilmérke.
Dvs observationerna fran bilmérke 1 kommer fran en student, obser-
vationerna fran bilmérke 2 fran en annan student, osv. Ar detta ett
problem? Motiveral

Lo6sning:
(a) Den fullstindiga ANOVA-tabellen bor se ut sa hér:

Variationskilla ‘ SS df MS F
Mellan bilméarken | 0.01527 2  0.00764 3.22
Inom bilméarken 0.02132 9 0.00237
Totalt 0.03659 11

Vi anvénder de fem stegen.

~[0.5893 |



Steg 1. Lat pq, p2 och ps beteckna den genomsnittliga bilférbrukningen
hos denna biltyp fran de olika biltillverkarna. Vara hypoteser blir
Hy : 1 = po = ug och Hi : alla p; &ar inte lika.

Steg 2. Vi viljer signifikansniva o = 0.05. (Man &r fri att vélja signifi-
kansniva men det dr bara 0.05 som finns i tabellen sa& om man
viljer ndgon annan niva far man problem.)

Steg 8. Testvariabeln vi vill anvinda &r
_ MSB  (SSB)/(k—1)
 MSE  (SSE)/(n—k)

Ivart fallar k—1=3—-1=2o0ochn—k =12—-3 =9 sa var
testvariabel dr F-fordelad med 2 och 9 frihetsgrader.

F

Steg 4. Vi vill ta fram vart observerade virde pa F. For att gora det sa
fyller vi i ANOVA-tabellen succesivt. Vi vet att SSE = SST —
SSB sa vi vet att SSE = 0.03659 — 0.01527 = 0.02132. Ef-
tersom det &r tre grupper och fyra observationer i varje grupp
blir frihetsgraderna 2 och 9. Vi vet ocksa att MSB = SSB/df =
0.00764 och att MSE = SSE/df = 0.00237. Tillslut far vi att
F=MSB/MSE = 3.22.

Steg 5. Vi tittar i F-férdelningstabellen med 2 och 9 frihetsgrader och
ser att det kritiska virdet &r 4.26. Eftersom vart observerade
vérde dr mindre &n det kritiska vérdet sa forkastar vi inte Hy pa
signifikansniva o = 0.05.

Slutsats: Vi kan inte utestluta att de olika biltillverkarn producerar
bilar av denna typ med samma bensinférbrukning.

(b) Det &r ett potentiellt problem att de testar bilar fran varsin biltill-
verkare. Det skulle kunna vara sa att de olika studenternas korsétt
paverkar bensinforbrukningen. Om det dr stor skillnad i hur ben-
sinsnal korteknik de har sa paverkas oberoendet i observationerna
och darmed paverkas dven den statistiska analysen. I vérsta fall ar
det storre variation mellan studenternas kérteknik d&n mellan bilarnas
bensinforbrukning. I sa fall siger vart test mer om skillnaden mellan
studenternas korteknik &n om skillnaden i bensinférbrukningen.

5. (4+1 poidng) Ett renhallningsbolag hiamtar sopor i ett ligenhetskomplex
en gang i veckan. Bostadsforeningen och renhallningbolaget har en 6verenskommelse
om att det ska i genomsnitt hdmtas max 1100 kg sopor varje vecka.
Renhallningsarbetarna misstéinker dock att de faktiskt himtar mer. Om
sa #r fallet vill renhallningsbolaget ta mer betalt av bostadsforeningen. For
att understka om det himtas for mycket sopor sa viger renhallningsarbetarna
soporna som himtas varje vecka under ett helt ar (52 veckor pa ett ar).
Stickprovsmedelvéirdet blev Z = 1146 och stickprovsstandardavvikelsen
blev s = 106.

(a) Hjilp renhallningsarbetarna att utfora ett hypotestest. Kan vi dra
slutsatsen att de hdmtar for mycket sopor i genomsnitt?

(b) Beriikna p-viirdet for testet.

Lo6sning:



(a) Lat p beteckna den genomsnittliga méngd sopor som hidmtas fran
lagenhetskomplexet varje vecka.

Steg 1 Eftersom vi bara &r intresserade av huruvida méngden sopor
Overstigs eller inte sa gor vi ett ensidigt test. Hypoteserna blir
alltsa: Hp : p < 1100 och Hy : > 1100.

Steg 2 Vi bestdmmer signifikansniva: « = 0.05. Man ar fri att vilja
signifikansniva sjéalv har.

Steg 8 Stickprovet dr stort nog for att vi kan anvéinda normalapproxi-
mationen, vi anviander oss darfor av testvariabeln

T — o

" s/vn

som dr approximativt N (0, 1)-fordelad.

Steg 4 1 vart fall &r T = 1146, uo = 1100, s = 106 och n = 52. Var
observerade teststatistika blir da 3.13.

Steg 5 Det kritiska vérdet tas fram genom att titta i normalférdelningstabellen:
1.645. Eftersom var observerade teststatistika &r storre &n det
kritiska virdet sa forkastar vi Hy pa signifkansniva a = 0.05.

Slutsats: Vi kan dra slutsatsen att det i genomsnitt hdmtas mer &n
1100 kg sopor fran ligenhetskomplexet. Renhallningsbolaget borde
ta mer betalt fran bostadsforeningen!

(b) Den observerade teststatistikan var 3.13. Fran normalférdelningstabellen
far vi da fram p-vérdet: 1-0.9991 = 0.0009.

6. (24242 poiing) Antag att £ dr en diskret stokastisk variabel. Det giiller
att P(§ = -1) =03, P((=1) =02, P((=0)=0.50ch P(( =x) =
0 for ovriga x. Vi definierar den diskreta stokastiska variabeln 7 genom
sambandet 1 = 1 + £2.
(a) Berikna véntevirdet for .

(b) Berdkna P(n = x) for alla heltal z. (Det vill séiga, bestim sannolik-
hetsfunktionen foér 7.)

(¢) Beridkna den betingade sannolikheten P(§ = 1|n = 2).
Lésningar:

(a)
E(E?) =(-1)?x0.3+0?x 0.5+ 1% x 0.2 = 0.5.

E(n) = 1+ B(¢?) =[15]

(b) 7 kan anta viirdena 1 och 2. Det giller att P(n 1) = P =

0)—ochP(77:2) P =1)+ P = —1) = |0.5] samt

Pn==zx)= @ for alla 6vriga x.
()

PUe=1}n{n=2}) PE=1) 02

1
PE=1n=2)= P(n=2) “Pn=2) 05




7. (6 poiing) Foljande giller for en viss typ av datachips. De flesta datachip-
sen genomgar en kvalitetskontroll innan de gar till forséljning, och repare-
ras om de &r defekta. Ibland misslyckas reparationen. Dessutom finns det
datachips som inte kontrolleras alls.

Antag att sannolikheten att ett datachips genomgar kvalitetskontroll &r
0.99. Sannolikheten att ett datachips som genomgatt kvalitetskontroll &r
defekt &r 0.02. Sannolikheten att ett datachips som inte genomgatt kvali-
tetskontroll ar defekt &r 0.12.

Antag att du koper ett datachips, och ser att det &r defekt. Berdkna den
betingade sannolikheten att datachipset genomgatt kvalitetskontroll givet
detta.

Lésning: Sdtt D = {chips defekt} och K = {chips kontrollerat}. Vi vet
att P(K) = 0.99, P(D|K) = 0.02 och P(D|K*) = 0.12. Vi far att

P(D) = P(D|K)P(K)+P(D|K®)P(K®) = 0.02x0.994+0.12x0.01 = 0.021.

Enligt Bayes sats blir

P(D|K)P(K)  0.02 x 0.99
P(K|D) = = =[0.9429].
(K|D) (D) 01

8. (244 poing) Man genomforde ett fullstindigt faktorforsok for att un-
dersoka hur de 3 faktorerna A, B och C paverkade en speciell situation.
Man fick foéljande resultat fran de atta forsoken.:

Nr. A B C Resultaty
1 - - - 41
2 + - - 51
3 -+ - 42
4 + + - 51
5 - -+ 38
6 + - + 55
7 -+ + 40
8 + + + 51

(a) Beriékna huvudeffekten 14, tva-faktorsamspelet L4 5.

(b) Antag att man ocksa var intresserad av faktorerna D och E. Man har
bara rad att gora 8 forsok, sa man far gora ett reducerat faktorforsok.
Antag att man viljer teckenkolumner fér A, B och C precis som
ovan. Det finns sedan olika sétt att véilja teckenkolumner for D och
E. Ingenjorerna Benedikt och Beata har fatt i uppdrag att lagga upp
det reducerade faktorforsoket med kravet att A inte sammanblandas
med BC'. Benedikt véiljer generatorerna D = AB och E = AC,
medan Beata véljer generatorerna D = ABC och E = AB. Kommer
Benedikts reducerade faktorforsck att uppfylla villkoret? Kommer
Beatas reducerade faktorforsok att uppfylla villkoret? Berdkna ocksa
upplosningarna fér de bigge planerna.

Lésningar:

lap = —1.75]

)

(a) [la =1L75




(b) Benedikt: Iy = ABD, I, = ACE, Is = ABDACE = BCDE. Ali-
as till A blir BD, CE och ABCDE. Uppfyller saledes kravet, och
upplésningen blir I71.

Beata: Iy = ABCD, I, = ABE, I3 = ABCDABE = CDE. Ali-
as till A blir BCD, BE och ACDE. Uppfyller saledes kravet, och
uppl6sningen blir 171.

Lycka till!



