Losningsforslag till Matematisk statistik LKT325
Tentamen 20190115

Kursansvarig: Reimond Emanuelsson
Betygsgrinser: for betyg 3 krdvs minst 20 podng, for betyg 4 krdvs minst 30 poéng, for
betyg 5 krivs minst 40 poédng.

1. (24243 poidng) For héndelserna A och B giller att
P(A)=0.5, P(B)=04, P(ANB)=03.

Berdkna. . .
(a)
P(A|B®) = P(A)— P(ANB) _ 0.5—0.3 — 0.33
1— P(B) 1-04 R
(b)

P(A°NB°) = P((AUB)¢) = 1— P(AUB) = 1—[P(A)+ P(B)— P(ANB)] = 0.4

(c)
P((AUB)N(ANB)) = P((AUB)\ (AN B)) = {aven} =

= P(A\ B)+ P(B\ A) = P(A) + P(B) — 2P(AN B) = 0.3.

2. (143 poing) I de lilla municipalsamhéllet Stuvesberg dr telefonnumren femsiffriga, fran
20000 till 99 999.
(a) Antal telefonnummer, som &r mdjliga (finns) &r 80 000.

(b) Man behéller alla telefonnummer som #r mdjliga i a) men tar bort de som borjar
med siffran 7, d.v.s. 80 000—10 10 000 = 70 000. Darefter infér man alla sexsiffriga
telefonnummer, som bdérjar med 7, d.v.s. man far 100 000 nya telefonnummer.

Antal mdjliga telefonnummer finns det totalt efter dessa tva &dndringar dr alltsd
170 000.

3. (2+2+3 poing) Tiden for Boérje att ligga ett golv i ett rum (pa 60m?), &r normal-
fordelad med vintevdrde 1.5 och standardavvikelse 0.40, dvs & € N(1.5,0.40) (enhet
timmar). Efter att golvet 4r lagt, tapetseras rummet av Lasse och tar en tid, som #r
&2 € N(2.5,0.41) (enhet timmar).

(a) Sannolikheten golvliggningen tar mindre &n 2.0 h &r

2.0-1.5
P <7> = 0.89.
0.40

(b) For sannolikheten att den totala tiden (golvldggning+tapetsering) har vi att

&1+ & € N(1.5+2.5,1/0.402 + 0.412) = N(1.5 + 2.5,0.5728).
Sannolikheten att den totala tiden ligger mellan 3.5 och 4.5 h &r

45—-4.0 3.5 — 4.0 4.5 —4.0
® - @ =2[®( ———) —1=062
0.5728 0.5728 0.5728

c¢) Antag istéllet att de borjar jobba samtidigt, och att férutsidttningarna i ovrigt ar
g g g g
som ovan. Sannolikheten att Boérje blir klar forst:

1.0
0.5728

€1—& € N(1.0,0.5728), P(¢&, > &) = 1-P(6-6& < 0) = ® ( ) =1-0.04 = 0.96.



4. (2+3 po#ng) Talen (25.0,26.0,24.5,22.0,25) ir ett observerat stickprov pd en normal-
fordelning med vdntevirde p och standardavvikelse o. Réknehjilp: Fran stickprovet
beréknas medelvirde * = 24.5 och standardavvikelse s = 1.5.

(a) Ett tvasidigt 95%:s konfidensintervall fér vintevirdet p. Stickprovets storlek &r
n = 5, s& vi behdver kvantilen t4,0.025 = 2.78. Intervallet skrivet som en olikhet
och intervall &r

t5,0.025 * S

24.5 + = 24.5 £ 1.86 resp. [22.6,26.4]

(b) Ett uppéat begrinsat 95%:s konfidensintervall f6r standardavvikelsen o: Vi beho-
ver kvantilen x2 5(4) = 0.71 s& att intervallet for o2 och o &r

0, 25 [0,12.7) [0, 3.56]
) =[0,12.7] resp. [0, 3.56].
0.71 P

5. (2+4 podng) Antalet cyklister som passerar GB-bron i Stuvesbergs Centrum under en
minut dr Poissonfordelat med vintevirde 1.5. Antalet cyklister under olika minuter
antas oberoende av varandra.

(a) Sannolikheten att minst tva cyklister passerar bron under en given minut ar

A0 Nt
PE>2) =1-PE=0)-PE=1)=1-c (§+F) — 044
60
b) Lat ¢ = £k. Sannolikheten (approximativt) att minst 60 cyklister passerar
y
k=1

bron under en timma &r
P(¢ > 60)

dér ¢ approximativt dr N(60\, v60X) enl. CGS och 60X = 90, v 60\ = 9.48683.

P(g>60):1—P(<§60)z1—<b(M> :@(i) = 0.999

9.48683 9.48683

6. (3 + 2+ 2 poing)
Familjen Yrsel dkte pd gemensam cykelsemester férra sommaren. Semestern varade i
32 dagar och varje dag innebar en cykelstricka pd 3 mil (vi kan tinka oss att varje
stricka var likvéirdig i svarighetsgrad).
Vi kan tdnka oss att tiden en stricka cyklades 4r en responsvariabel (y). Responsvari-
abeln kan péaverkas av tre olika faktorer (&lder, kdn och om det regnar eller inte). D&
familjen bestar av jamnariga foréldrar och deras tvd barn som &r tvillingsyskon (en
flicka och en pojke) samt att det regnade 16 av dagarna som familjen cyklade si kan
man undersdka responsvariabeln med hjilp av ett 23 forsék diir det existerar 4 replikat
for varje provgrupp.

(a) Beridkna huvud- och samspels-effekter.

Losning
M— 164.9 + 43 + 159.1 + 38.5 —‘,8- 224.7 4+ 179 + 222.2 + 183 —151.8
Iy = —164.9 + 43 — 159.1 4 38.5 — 224.7 + 179 — 222.2 4- 183 — _81.85
4

lg=-=-22
log=---=100.9

Iug = =2.0

lac = =384

lpe=-=29

lapc=---=1.3

(b) Berdkna ett 95%-igt referensintervall och avgdr vilka skattade effekter som &r sig-
nifikanta. Till din hjilp far du att den skattade standardavvikelsen f6r effekterna
har rdknats ut till segexs = 4.5. Denna har man rdknat ut med hjéalp av alla s;
vdrdena i tabellen.



Faktorer | A: Alder | B: Kon | C: Regn
Lag (-) 12 Man Torrt
Hog (+) 42 Kvinna | BIlott

1 - - - | 164.9 | 4.3

2 + 1 - - 43.0 3.9

3 - |4+ ] - ]159.1| 4.8

4 + |+ -] 385 | 51

5 - -+ ]2247]| 70

6 + |- |+ ]1790 | 49

7 - 4|+ ] 2222 7.7

8 + |+ | + | 183.0 | 10.5

Tabell 1: Faktorer samt forsoksplan for tiden det tar att cykla en
stricka om 3 mil.

Nr. |A|B|C | AB | AC | BC | ABC Ui Si

1 - -] - + + + - 164.9 | 4.3
2 + -] - - - + + 43.0 | 3.9
3 -+ - - + - + 159.1 | 4.8
4 i + - - - 385 | 5.1
) - -]+ + - - + 224.7 | 7.0
6 + -]+ - + - - 179.0 | 4.9
7 -+ ]+ - - + - 2222 | 7.7
8 + |+ |+ + + + + 183.0 | 10.5

Tabell 2: Provtagningsplan med samspelseffekterna tillagda.

Losning
Forst berdknar vi den gemensamma skattningen av variansen sisom

352 +3s2 +...
sizw:ﬂ).ﬁa
3*8

2
Eftersom effekten har variansen Ugf'fekt = 4% s& blir skattningen av effekternas

varians
9 40.65
Sefert = —5— = 20-3.

Alltsa far effekten den skattade standardavvikelsen segext = 4.5. Det tvasidiga
95%-iga referensintervallet fas genom att multiplicera standardavvikelsen for ef-
fekten med 97.5% kvantilen for t-fordelningen med frihetsgraden 8(4 — 1) = 24.

Alltsd blir referensintervallet

0 % t0.025(df = 24) - Sefrers = 0% 2.06 - 4.5 = 0 £ 9.27.

Fran referensintervallet kan vi slutleda oss till att effekterna A, C, och AC é&r

signifikanta eftersom dessa alla har ett absolutvirde storre &n 9.27.

(¢) Under familjen Yrsels cykelsemester si cyklade far och dotter pa racingcyklar och
mor och son pd mountainbikes. Detta kan ha spelat in i hur snabbt de cyklade.
Man kan alltsd rdkna in en fjirde faktor, D som motsvarar cykeltyp dir lag (-)

skulle motsvara racingcykel och (+) mountainbike.

Forsoksplanen dr alltsa egentligen en reducerad forsdksplan, 24~ 1-plan. Bestim

generator, ord och upplésning for denna reducerade férséksplan.



7.

Losning

D& en person dr antingen gammal och kvinna eller ung och man sd kommer de
cykla p4 mountainbikes, annars inte. Det betyder alltsd att D:s kolumn motsvarar
tvafaktorsamspelet AB d& AB har positivt virde d4 A och B &r bada laga eller
A och B 4r bada hoga.

Nr. A|B|C| AB| AC | BC | ABC | D Ui S;

1 - -] - + + + - + || 164.9 | 4.3
2 + 1 -] - - - + + - 43.0 | 3.9
3 S s - + - + - || 189.1 | 4.8
4 + |+ - + - - - + || 38.5 5.1
) - -]+ + - - + + || 224.7 | 7.0
6 + - |+ - + - - - || 179.0 | 4.9
7 -+ ]+ - - + - -] 2222 | 7.7
8 + |+ |+ + + + + + || 183.0 | 10.5

Tabell 3: Tabell med den exta faktorn D inkluderad.

Man har alltsd generatorn D = AB. Detta ger den definierande relationen I =
ABD. Ordet ar alltsd ABD som har uppldsning I11. Vi har alltsi en QZ}I_II—plan.

(6 podng)

Alice, Bob och Carol &r tre 6lintresserade kemistudenter. Var for sig har de i sina
lagenheter bryggt fyra pd forhand utvalda 6lsorter. De har anvdnt samma recept och
samma instruktioner, men de undrar om de olika omsténdigheterna i deras ldgenheter
och/eller deras utrustning har lett till en skillnad i alkoholhalten. I férsta tabellen
nedan kan vi se den uppmiétta alkoholhalten. I den andra tabellen nedan kan vi se den
paborjade ANOVA-tabellen.

Olsort 1 Olsort 2 Olsort 3 Olsort 4
Alice 5.2 4.1 6.8 5.9
Bob 5.4 3.9 6.5 5.5
Carol 5.0 3.5 6.5 5.6
Variationskilla SS af MS F

Mellan 6lbryggare | 0.245
Mellan 6lsorter 11.949
Okéand
Totalt 12.363

Fyll i resten av ANOVA-tabellen och utfor ett hyptestest for att testa om alkoholhalten
paverkas av vem som brygger Glet.

L&sning: Den fullstdndiga ANOVA-tabellen bor se ut s& hér:

Variationskalla SS df MS F
Mellan o6lbryggare | 0.245 2 0.123  4.366
Mellan 6lsorter 11949 3 3.983 141.97
Okénd 0.168 6 0.028

Totalt 12.363 11

Vi anvinder de fem stegen.



Steg 1. Lat ai,a2 och asz beteckna hur stor effekt respektive Slbryggare har pa alko-
holhalten. Vara hypoteser blir d& Ho : @1 = ag = a3 och Hj : alla p; dr inte
lika.

Steg 2. Vi viljer signifikansnivd o« = 0.05. (Man &r fri att vilja signifikansnivd men det
ar bara 0.05 som finns i tabellen s& om man véljer ndgon annan nivad far man
problem.)

Steg 3. Testvariabeln vi vill anvinda &r

Fo_ MS, SSr/(r—1)
" MS,  S8S./(r—1)(k—1)
ITvartfaldrr—1=3—-1=2o0ch (r—1)(k—1) = (3—-1)(4 —1) = 6 s& var
testvariabel dr F-férdelad med 2 och 6 frihetsgrader.

Steg 4. Vi vill ta fram véart observerade virde p& F. For att gora det sd fyller vi i
ANOVA-tabellen succesivt. Vi vet att SS¢ = SS, + SSi + SS, s& vi vet att
SSo = 12.363 — 0.245 — 11.949 = 0.168. Frihetsgraderna &rr —1 =2, k—1 =3,
(r—1)(k—1) =6 och n —1 = 11. Vi vet ocksd att MS = SS/df vilket ger att
MS, = 0.245/2 = 0.123, M S, = 11.949/3 = 3.983 och att MS, = 0.168/6 =
0.028. Tillslut far vi att F. = MS,/MS, = 0.123/0.028 = 4.366 och att Fj =
MSy/MS, = 3.983/0.028 = 141.97. Eftersom det &r variationen mellan raderna
(6lbryggarna) vi 4r intresserade av dr det Fy. vi vill jimfora med tabellen.

Steg 5. Vi tittar i F-fordelningstabellen med 2 och 6 frihetsgrader och ser att det kritiska
viardet dr 5.14. Eftersom vért observerade viarde F,. = 4.366 dr mindre &n det
kritiska virdet sd kan vi inte forkasta Ho pd signifikansnivd o = 0.05.

Slutsats: Vi kan inte dra slutsatsen att alkoholhalten paverkas av vem utav studenterna
som brygger 6let.

8. (4 + 2 + 2 poing)
En forskare dr intresserad av ett specifikt vintevirde. Hen misstdnker att vintevirdet

dr storre dn 20. For att testa detta har hen samlat in ett stickprov av storlek 64 fran
den relevanta populationen och resultaten blev & = 21.5 och s2 = 38.4.

(a) Utfor ett hypotestest for att beddma om forskarens misstankar stimmer. Anvind
signifikansnivd o = 0.05.

(b) Hur stort &r p-virdet for testet?

(c) Givet att stickprovsstorleken och stickprovsvariansen forblir samma, vilket dr det
minsta virde pa stickprovsmedelvirdet som leder till att nollhypotesen férkastas
pé signifikansnivd o = 0.057

L3sning:
(a) Vi anvinder de fem stegen. Lat p vara vintevirdet av intresse.

Steg 1 Testet bor vara ensidigt eftersom forskaren vill pavisa att véntevirdet &r
storre &n 20.
Hp:p <20 mot Hy:p>20

Steg 2 Signifikansnivan var given: a = 0.05.
Steg 3 Testvariabeln &ar ~

X —

7 = Ho
s/v/m

som &r normalférdelad eftersom n = 64 > 30.

Steg 4 Den observerade testvariabeln blir

7 — 21.5 — 20 1.5
TR — 1.935.

s/vn  /384/V/64 6.2/8
Steg 5 Vi tittar i N(0, 1)-tabellen och far fram det kritiska virdet 1.645. Eftersom
den observerade testvariabeln dr storre (lingre ifrn 0) dn det kritiska virdet
88 bor nollhypotesen forkastas.

(b) Vi utgér fran var observerade testvariabel 1.935, tittar i N (0, 1)-tabellen och far
fram virdet 0.026 som &ar vart p-virde.



(c) Vi stker alltsd det vire pd Z som gdr att p-vdrdet blir just under 0.05. Tabell-
virdet for 0.05 &r 1.645 s& var observerade testvariabel borde vara just under
1.645, eller med andra ord vill vi att

T —20

< 1.645.
6.2/8

Vi loser olikheten for  och far att
T < 1.645 % 6.2/8 4+ 20 = 21.27.

Alltsd dr 21.27 det minsta virdet pd Z som leder till att nollhypotesen férkastas.



