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Centrala gränsvärdessatsen

I x̄ = 1

n

∑n
i=1

xi , s
2 = 1

n−1
∑n

i=1
(xi − x̄)2

I Om X ∼ N(µ, σ) så gäller att Z = X−µ
σ ∼ N(0, 1)

I Om X1,X2, ...,Xn är n stycken oberoende och

likafördelade stokastiska variabler med väntevärde µ och

standardavvikelse σ. Då gäller att:

n∑
i=1

Xi approx N(nµ,
√
nσ)-fördelad

X̄n approx N(µ, σ/
√
n)-fördelad

I X ∼ Bin(n, p) så gäller för stora n att

X approx N(np,
√
np(1− p))-fördelad
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Skattning

I Data, observationer; {x1, x2, ..., xn}
I Modellparametrar; N(µ, σ), Bin(n, p), Po(λ)

I Vilken parameter beskriver datan bäst?

Skatta en parameter θ, så används en skattare θ̂. Det �nns
möjligtvis �era skattare till en och samma parameter.

Ex. Antag att data ser ut att vara oberoende och

normalfördelat (µ,σ beskriver hela fördelning),

dvs. Xi ∼ N(µ, σ).
Väntevärdesskattare Standardavvikelseskattare

µ̂ = 1

n

∑n
i=1

Xi = X̄ σ̂ =
√

1

n−1
∑n

i=1
(Xi − X̄ )2

µ̂ = median({X1,X2, ...,Xn}) σ̂ = Q/1.35 (Q Kvartilavståndet)

µ̂ = 1

n+1
(2X1 +

∑n
i=2

Xi ) σ̂ =
√

(X1 − X̄ )2
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Punktskattning

I Väntevärdesriktighet, E[θ̂] = θ

I E�ektivitet, Variansen av θ̂ så liten som möjligt.

Ex. X = {X1,X2,X3} då Xi ∼ N(µ, σ) och oberoende.

I µ̂1 = X̄

I µ̂2 = 1

6
(2X1 + 3X2 + X3)

Väntevärde Varians

E[µ̂1] = µ Var(µ̂1) = 1

3
σ2

E[µ̂2] = µ Var(µ̂2) = 1

62
(4 + 9 + 1)σ2 = 7

6

1

3
σ2
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Skattare av stickprovsvariansen

Data x = {x1, x2, ..., xn}

s2 =
1

n − 1

n∑
i=1

(xi − x̄)2

σ̂2 = 1

n−1
∑n

i=1
(Xi − X̄ )2, X̄ = 1

n

∑n
i=1

Xi

I Väntevärdesriktighet, E[σ̂2] = σ2

E[σ̂2] =
1

n − 1
E[

n∑
i=1

(Xi − X̄ )2]

= ...

=
1

n − 1

n − 1

1
σ2 = σ2
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Andelsskattning

X =antal lyckade utfall av n oberoende försök.

X ∼ Bin(n, p) men p är okänd.

Skatta sannolikheten att ett enskilt försök lyckas.

Låt p̂ = X/n då gäller att

E[p̂] = E[X/n] =
1

n
E[X ] = p

Var(p̂) = Var(X/n) =
1

n2
Var(X ) =

p(1− p)

n

Centrala gränsvärdessatsen ger att

X är approx N(np,
√
np(1− p))-fördelad.

p̂ är approx N(p,
√

p(1−p)
n

)-fördelad.
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Speciella skattare

I Väntevärdet för en s.v.

parameter µ; punktskattning X̄ ; standardavvikelse σ√
n
;

medelfel
√

s2

n

I Andelsparameter för en s.v.

parameter p; punktskattning p̂ = X/n; standardavvikelse√
p(1−p)

n
; medelfel

√
x

n
(1− x

n
)

n
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Intervallskattning

(Använda centrala gränsvärdessatsen på skattarna.)

Skattare θ̂ är kontinuerlig stokastisk variabel

I P(θ̂ = x) = 0 för varje enskilt x

Vill ange ett intervall som θ ligger inom med viss sannolikhet.

Ex. antag att vi vet att en väntevärdesriktig skattare är

normalfördelad med given standardavvikelse S(θ̂);

θ̂ ∼ N(θ, S(θ̂))

dvs
θ̂ − θ
S(θ̂)

∼ N(0, 1)

(T = θ̂−θ
S(θ̂)

kallas testvariabel eller statistika)
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Intervallskattning

Z ∼ N(0, 1)

I P(Z ≤ q1−0.025) = 1− 0.025, q1−0.025 = 1.96

I P(Z ≤ q0.025) = 0.025, q0.025 = −1.96

P(|Z | ≤ 1.96) = P(Z ≤ q1−0.025)− P(Z ≤ q0.025)

= 1− 0.025− 0.025

= 0.95

0.95 = P(| θ̂ − θ
S(θ̂)

| ≤ 1.96)

= P(θ̂ − 1.96S(θ̂) ≤ θ ≤ θ̂ + 1.96S(θ̂))

Givet att θ̂ ∼ N(θ, S(θ̂)) ges ett 95% kon�densintervall för

parameter θ av intervallet (θ̂ − 1.96S(θ̂), θ̂ + 1.96S(θ̂))
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Kon�densintervall normalfördelning

I θ̂ ∼ N(θ, S(θ̂))

I qα/2 är (α/2)-quantilen för Z ∼ N(0, 1),
(dvs P(Z < qα/2) = α/2)

Så är

(θ̂ + qα/2S(θ̂), θ̂ − qα/2S(θ̂))

ett (1− α)-kon�densintervall för θ.
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Andra fördelningar
σ̂ =

√
1

n−1
∑n

i=1
(Xi − X̄n)2, (en stokastisk variabel)

I Student-t fördelning, fördelning för X̄n−µ
σ̂/
√
n
om

X = {X1, ...,Xn} oberoende normalfördelade med

väntevärde µ ((n − 1)-frihetsgrader). Betecknas
t(frihetsgrader)

I χ2-fördelning, fördelning för
∑n

i=1
Z 2, n-frihetsgrader.

Betecknas χ2(frihetsgrader)

x

P
ro

b

Student−t fÃ¶rdelning

 

 
f
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Figur: Frekvensfunktioner för Student-t- och χ2-fördelningar.
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Statistikor och fördelningar

Ex. Skatta väntevärdet av likafördelade obsevationer

x = {x1, x2, ..., xn} av s.v. X ,

I om vi känner σ =
√
Var(X ), θ̂ = X̄ ∼ N(µ, σ/

√
n)

X̄ − µ√
σ2

n

∼ N(0, 1)

Beräkna x̄ och �nn kvantiler till N(0, 1)-fördelningen

I om σ okänd
X̄ − µ√

σ̂2

n

∼ t(n − 1)

Beräkna x̄ , s =
√P

n

i=1(xi−x̄)2

n−1 och �nn kvantiler till

t(n − 1)-fördelningen.
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Kon�densintervall allmänt

I Statistika T har fördelning F

(T är en funktion av θ̂ och θ)

I qα/2 och q1−α/2 är (α/2)-kvantil respektive
(1− α/2)-kvantil för fördelningen F .

I Så gäller

P(qα/2 < T < q1−α/2) = 1− α

I Lös ut den sökta parametern ur olikheterna.

I (1-α)-kon�densintervallet för θ de�neras av det

resulterande intervallet.



Föreläsning 9

Repetition

Punktskattning

Intervallskattning

Kon�densintervall

Väntevärden samt
andelsparametrar

Väntevärdesdi�erens

Varianser och
standardavvikelser

Statistikor för väntevärden samt andelsparameter

I µ = väntevärdet

I σ = standardavvikelsen

I p = sannolikhet för lyckat resultat i enskilt försök

I X̄n = 1

n

∑n
i=1

Xi

I σ̂2 = 1

n−1
∑n

i=1
(Xi − X̄ )2

Storhet Statistika Fördelning Tumregler

Väntevärde X̄n−µ√
σ2/n

N(0, 1) σ känd

Väntevärde X̄n−µq
σ̂2/n

t(n − 1) σ okänd, skatta s

Andel X/n−pq
X (n−X )

n2

N(0, 1)

Beräkna x̄ och s2 = 1

n−1
∑n

i=1
(xi − x̄)2 (tal ej s.v.!) och

beräkna kon�densintervall för µ
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Statistikor för väntevärdesdi�erenser
I Data x = {x1, x2, ..., nX}, y = {y1, y2, ..., nY }.
I Observationer av respektive s.v. X och Y med

väntevärden µX , µY och standardavvikelser σX , σY .
I ∆(X ,Y ) = X̄ − Ȳ (en s.v. med väntevärde E[∆(X ,Y )] = µX − µY )

I S(σX , σY ) =
√
Var(∆(X ,Y ))

I σX ,σY kända
Statistika Fördelning
∆̄−(µX−µY )
S(σX ,σY ) N(0, 1)

I Skatta sX , sY om σX , σY okända
Statistika Fördelning Tumregler
∆̄−(µX−µY )
S(sX ,sY ) N(0, 1) nX , nY stora

∆̄−(µX−µY )
S(sX ,sY ) t(nX + nY − 2) σX = σY

∆̄−(µX−µY )
S(sX ,sY ) t(df ) df ≈

(
s
2
X

nX
+

s
2
Y

nY
)2

(
s2
X
nX

)2

nX−1
+

(
s2
Y
nY

)2

nY−1

I Beräkna ∆̄ = x̄ − ȳ , sX , sY (tal!) och beräkna

kon�densintervall för µX − µY
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Statistikor och kon�densintervall för varianser och
standardavvikelser

I X̄n = 1

n

∑n
i=1

xi , σ̂2 =
P

n

i=1(Xi−X̄n)2

n−1

Statistika Fördelning
(n−1)σ̂2

σ2
χ2(n − 1)

q kvantiler till χ2(n − 1)-fördelningen

1− α = P(qα/2 <
(n − 1)σ̂2

σ2
< q1−α/2)

Beräkna s2 =
P

n

i=1(xi−x̄)2

n−1
undre gräns övre gräns

(n−1)s2

q1−α/2
< σ2 < (n−1)s2

qα/2√
(n−1)s2

q1−α/2
< σ <

√
(n−1)s2

qα/2
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