Tentamen LMA 200 Matematisk statistik, data/elektro 110319
Tentamen bestar av atta uppgifter motsvarande totalt 50 poéang. Det kréavs minst 20
podng for betyg 3, minst 30 poang fér 4 och minst 40 for 5.
Examinator: Ulla Blomqvist, ankn 5886
Hjalpmedel: Tabell- och formelsamling och Chalmersgodkand minirdknare
BesoOker tentamen: c:a kl 15.15 och 17.00

Lycka till!

Uppgift 1:  Man har 2 urnor. | den ena finns 2 vita och 3 svarta kulor. | den andra
finns en vit och en svart kula. Man flyttar en slumpmassigt vald kula fran den férsta
urnan till den andra utan att notera dess farg.

a) Om man drar en kula fran den andra urnan, vad ar da sannolikheten att den ar vit?
b) Man drar en kula fran den andra urnan och finner att den ar vit. Vad ar den
betingade sannolikheten for att den flyttade kulan var svart?
(6 poang)

Uppgift 2:  Vid ett konstruktionsarbete kan tiden med vilken arbetet kan férsenas
betraktas som en diskret stokastisk variabel med féljande sannolikhetsférdelning:

& = x (i dagar) 1 2 3 4
P(€ = x) 05 0.3 0.1 0.1

a) Bestam vantevarde och varians fér det antal dagar som arbetet kan férsenas.

b) Ett foretag haller just nu pa med 10 sadana konstruktionsarbeten. Vad ar
sannolikheten att hégst 2 av dem blir férsenade med 4 dagar. Anta att langden av
tiderna fér konstruktionsarbetena ar oberoende av varandra.

(6 poang)

Uppgift 3:  Anta att vi studerar fédelsedagarna hos ett antal slumpmassigt utvalda
personer.

a) En grupp bestar bara av 5 personer. Vad ar sannolikheten att alla 5 har olika
foédelsedagar.
b) En annan grupp bestar av 100 personer. Bestdm sannolikheten att exakt 2 av dem
ar fédda den 1 januari.
(6 poang)

Uppgift 4: Man har tva relder som ar instéllda fér utlésning 1.0 respektive 1.5 sekund
efter en impuls. Utldsningstiderna &r N(1.0, 0.1) respektive N(1.5, 0.2) och
oberoende. Bestam sannolikheten fér att det andra reléet utléses fore det forsta om
de samtidigt utsatts fér en impuls.

(6 poang)



Uppgift 5:  Livslangden for en viss typ av elektronrér ar exponentialférdelad med
A=0.005. Ett sadant rér ingar i en radarutrustning som standigt ar i bruk pa ett fartyg.
Nar ett sadant rér gar sénder byts det genast ut mot ett nytt. Om man har 50 sadana
elektronror i lager péa fartyget, berdkna en tid T sadant att lagret racker atminstone
denna tid med sannolikheten 0.1. Livslangden fér olika rér ar oberoende.

(6 poang)

Uppgift 6: Vid en undersdkning av alkohols inverkan pa reaktionstiden pa 6
slumpmassigt utvalda personer fick man féljande resultat (tid i sekunder):

Person fére alkohol efter alkohol  skillnad

A 0.15 0.55 0.40
B 0.10 0.60 0.50
C 0.10 1.00 0.90
D 0.25 0.55 0.30
E 0.25 0.50 0.25
F 0.10 0.35 0.25

Anta att reaktionstiderna fore och efter alkohol ar normalférdelade.

a) Berékna ett 95%-igt konfidensintervall f6r den genomsnittliga skillnaden mellan
reaktionstiderna fére och efter alkohol.
b) Tyder denna undersdékning pa att alkohol paverkar reaktionstiden? Du maste
motivera ditt svar for att fa poéang.
c) Berakna ett 95%-igt ensidigt uppat begransat konfidensintervall fér motsvarande
standardavvikelse.
(6 poang)

Uppgift 7: Anta att man har en Markovkedja i diskret tid som kan illustreras med
nedanstaende flédesdiagram
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fortsattning uppqift 7

a) Anta att man startar processen i tillstdnd A. Vad ar sannolikheten att komma tillbaka
till tillstand A (for férsta gangen efter man [amnat A).
b) Hur manga steg férvantas det ta fram till absorption om man bérjar i tillstand A?
(8 poang)

Uppgift 8: Anta att ett féretag har 2 maskiner som arbetar parallellt oberoende av
varandra. Var och en gar sénder med intensiteten 0.1. Sa fort en maskin gar sénder
pabdrjas reparationen. En serviceman reparerar en maskin med intensiteten 0.4. Tva
serviceman kan inte arbeta samtidigt pA samma maskin. Nar maskinerna &r hela har
en serviceman inget annat arbete som vantar. En serviceman kostar féretaget 1000
kronor/timme. Vilken timkostnad maste féretaget ha for en stillastdende maskin for att
det skall I6na sig att anstélla 2 serviceman som kan reparera de 2 maskinerna?

(6 poang)



Loésningar till tentamen i matematisk statistik, LMA200, 20110319

Uppgift 1:
® o
oo °
A = Den dragna kulan fran urna 1 ar vit P(A) =

mINU"”'"

A° = Den dragna kulan fran urna 1 ar svart P(A®) =
B= Den dragna kulan fran urna 2 ar vit

P(AmB):P(B|A).|:>(A)=§.§=E
¢ = Cy . Gy _1.3_3
P(A®B) =P(B|A%) -P(A°) == = =
A A€
B 4 3 e
15 15 15
B°| S5 3 8
15 15 15
3_9 |1 2_6
5 15 | 5 15 1
7
a) P(B)=_—=0.467
15
. 3
b) PA%B)= PA B _15 3 _ 4 409
P(B) 7 7

Uppgift 2: £ = antal dagar som ett arbete blir férsenat.

a) E@)=Yx,-P(E=x,)=105+2.0.3+3.0.1+4.0.1=1.8
Q

Var(€) = ¥ x2-P(E=x,) - [E(§)]* =12 0.5+ 22.0.3 + 32.0.1+ 42.0.1-1.82 = 0.96
Q

b) m = antal arbeten som blir férsenat med 4 dagar n ar Bin(n, p) = Bin(10, 0.1)

1 1 1
PMm<2)= 0 0.19.0.9"% + 0 0.1".0.9% + 0 0.12.0.98~ 0.93
0 1 2



Uppgift 3: Man brukar rdkna med att ett ar har 365 dagar.
a) P(alla har olika fédelsedagar) = 365-364-363-362-361 _ ) o4
365-365-365-365-365

b) & = antal personer som har fédelsedag den 1 januari
£ &r Bin(n, p) = Bin(100, —— )

365
PE=2)= [0 (sz-(ﬁfs~ 0.0284
7 2 )\365) |365 '

Uppgift 4: & = Utlésningstiden férrela 1 & ar N(u, o) = N(1.0, 0.1)
1 = Utlésningstiden férrela2  m &r N(u, 6) = N(1.5, 0.2)

Berdkna P(m < &) =PM—-¢£ < 0)

Bilda en ny stokastisk variabel {=n-¢
E({)=EMm)-EE)=15-1.0=0.5

Var(() = Var(n) + Var(§) = 0.2% + 0.1* = 0.05

0-0.5

P -P(Z
(€<0)=P(Z< 505

)=P(Z<-224)=1-P(Z<224) ~1-0.9875 = 0.0125

Uppgift 5: £ = Livslangden for en viss typ av elektronrér & ar Exp(L) = Exp( 0.005)

T]=§1+&2+ ........ +§50

1 1 1

1
EM)=n—=50. ——=10000 Var(n) = n-— =50 =2 000 000
) A 0.005 ) A2 052
PmM>T)=01 © Pn<T)=0.9
Pm<T)=P(Z< M)=09
42000000
Tabellenger P(Z<1.28)=09 = _T-10000 =128 o
42000000

< T=10000+ 1.28 -,/2000000 = 11 810.2 tidsenheter



Uppgift 6: x = skillnaden mellan reaktionstiderna fére och efter alkohol
n=6 = 3df

X; =0.40 +0.50 + 0.90 + 0.30 + 0.25 + 0.25 = 2.6

Mo

6
Y x? =0.40% + 0.50% + 0.90% + 0.30% + 0.25% + 0.25% =1.435
=1

= 4/0.061667 = 0.248

a) Ett 95%-igt konfidensintervall forp = t=2.57

—  0433+257.92% _ 43340260 = [0.173 0.693]

J6

b) Ett 95%-igt konfidensintervall bygger pa en metod som i 95 fall av 100 ger ett
intervall som tacker dver det sanna vardet. Eftersom skillnaden = 0 inte tacks 6ver
av intervallet sa tyder undersékningen pa att reaktionstiden paverkas av alkohol.

c) Ett 95%-igt ensidigt uppat begransat konfidensintervall f6r c:

X+t

a— 2 —
[0, (n 21)3 =0, \/(6 1) 0.061667] - [0,0519]

X6.95 1.145

Uppgift 7:

a) Tillbaka till A

efter 1 steg:  f{A=P(kvariA)=0

efter 2steg:  f@=P(A—-C—>A)=0.9-06

efter 3steg: f)=PA-C—->C—-A)=09-0.2-0.6

efterdsteg: f{#=P(A->C—->C—>C—A)=0.9-0.2°-0.6

efternsteg: i) =0.9-0.2"%.0.6

fortsattning uppgift 7a pa nasta sida



fortsattning uppaqift 7a

Summan av en geometrisk serie fds med hjalp av féljande formel:

forsta vardet i serien

1 — | kvoten mellan tva
narliggande véarden i serien

Forsta vardet = 0.2 och kvoten mellan tva narliggande varden = 0.2

o g (t 1 2 3
fAA:éf’(\*)\ =0+ 3+ 384 =

=0+09-06+09-02-06+09-022-0.6+........ =
=09-06+0.9-06(0.2+0.2%+...... ) =

_054+054. 92 _0675

1-0.2

Alltsa, om vi startar i A sa har vi 67.5%:s chans att komma tillbaka till A.

b) For att fa diagonalens 1:or sa langt ner i matrisens hégra hérn som méjligt dops
tillstanden B och C om till C och B . Overgangsmatrisen far da féljande
utseende:

0 09 ¢.1 (
0.6 0.2 0.1 0|t

f i)

D O
D O

lal
\YJ

Rader och kolumner som hér ihop med de absorberande tillstdnden stryks. Den
stympade dévergangsmatrisen betecknas P *.

pe_ [ 0 09
06 0.2

Fortsattning uppgift 7b pa nasta sida



Fortsattning uppqift 7b
N_E_P*- 10 ~ 0 0.9 _ 1 -0.9
0 1 0.6 0.2 -06 0.8

Berakna inversen N' = [E _ p*]_1

-0.9
det N = det =1.0.8 — (-0.6)-(-0.9) = 0.26
-06 0.8
N ] 08 09] [3.08 3.46
" 026 |06 1| |231 385

Medeltid till absorption betingat av start i tillstdnd A = 3.08 + 3.46 = 6.54 tidsenheter

Uppgift 8: Vi bdrjar att berakna timkostnaden nar en reparatdr ar anstélld. Denna
situation kan illustreras med hjélp av nedanstaende diagram. Tillstdnden anger antal
trasiga maskiner.

20 =0.2 A=0.1

u=0.4 u=0.4

o

N
o
N
o
—

M= ——Tyg=— T M= —— " my=—m Mo+ +To=1 =
"T04°T2" T 0404 ° 8" o+ Tt T2
n+ln+—n—n(1+l+l)—nﬁ—1 = W 8 =
0 0 0 0 >t 0 3 0 13

1 1 8 4 1 1 8 1
M=_-MN=_-"—7 =77 To=—-TMy=— " — = —

2 2 13 13 8 8 13 13

. . I . 8 4 1
Alltsa, den asymptotiska tillstandsvektorn blir =[] —, —, — ]

13 13 13

Fortsattning uppgift 8 pa nasta sida



Fortsattning uppqift 8

Sannolikhetsférdelningen for kostnaden per timme fér stillastdende maskiner:

Antal stillastaende

maskiner Kostnad Sannolikhet

0 0 8

13

1 X 4

13

1
2 2X —
13

Forvantad timkostnad for stillastdende maskiner:

0- 8 yx. % ox. o8y
13 13 13 13

Timkostnad f6r maskiner och en reparator = %X + 1000:--

Vi fortsatter med att berékna timkostnaden nar tva reparatérer ar anstallda. Tillstanden
anger antal trasiga maskiner.

2L =0.2 A=0.1
u=04 21 =0.8
R—Eﬁ—lﬂt n—0'2'0'1n—in Mo+ T +To =1 =
1—0.4 0 0 2 04.08 0 16 0 0 1 2
n+ln+—n —n(1+—+i)—n §—1 = ﬂ?—E =
T Ty T 16’ 16 °7 o5

Fortsattning uppgift 8 pa nasta sida



Fortsattning uppqift 8

1 1 16 8 1 1 16 1
2 2 5 25 16 16 25 25
18 1

]

Alltsa, den asymptotiska tillstandsvektorn ©=[—,—,
25 25 25

Sannolikhetsférdelningen fér kostnaden per timme fér stillastdende maskiner:

Antal stillastaende

maskiner Kostnad Sannolikhet
0 0 16
25
1 X >
25
2 2X i
25

Forvantad timkostnad for stillastdende maskiner:

16 x. 8 ox. 1 10y

0 =
25 25 25 25

Timkostnad fér maskiner och tva reparatérer = %X +2-1000:--

Det ar billigare att anstéalla tva reparatérer an en om

EX+2- 1000:-- < £X+1000:-- & X>16250:--
25 13

d.v.s. om kostnaden for en trasig maskin kostar féretaget mer an 16 250 kronor/timme
sa Iénar det sig med 2 reparatérer i férhallande till en.



