1 Forelasning I, Vecka I: 5/11-11/11 MatStat:
Kap 1, avsnitt 2.1-2.2, 2.5

Introduktion till kursen. Grundlaggande sannolikhetslira.
Maiangdlara, handelser, sannolikhetsmatt

Hindelse foljer samma rakneregler som (del-)méngder, sasom snitt N, union
U, komplement A¢ etc. Sannolikhet och héndelse &r fundamentala begrepp i
Sannolikhetsldara och Matematisk statistik.

1.1 Sannolikhet

Ex 1.1 Givet 1(ett) térningskast med 1 (en) térning. Vi betraktar hindelsen
att kastet ger poing < 4. Vad &r sannolikheten att det intréaffar?
Antal gynnsamma utfall &r 4 =: g och antal mdjliga &r 6 =: m. Sannolikheten

ar

p=Z. (1)

4 2
I detta fall P = - = —.
etta fa 6= 3

Kommentarer
e (1) ar den elementéra definitionen av sannolikhet.
e Hiandelsen ovan skriver vi som A.

Ex 1.2 Givet 2 (tva )tdrningskast med 1 (en) térning.
Vi definierar nu ett antal handelser och berdknar deras sannolikheter.

1. Héndelsen A ar att 1:a kasts podang < 3.
2. Handelsen B é&r att summan av 1:a kasts och 2:a kasts poang < 5.
3. Héandelsen C' ar att 1:a kast poéng > 5.
4. Handelsen D ar att 2:a kast poang > 5.
5. Handelsen E ar att 2:a kast poang > 4.
Berékna sannolikheterna for handelserna nedan.
1. A, 2. B, 3. C 4. D,
5. A° 6. AUB, 7. AnC, 8 AnND

Losning



Tva tarningskast ger 36 utfall. Forsta koordinat avser utfall pa 1:a tdrningskastet.
Vi betraktar utfallsrummet

(L1} {12} {13} {L4} {15} {1,6)
21} {22) {23} {24} {25 {2.6)
g B B2 33 (34 (35 {36 )
) {41}y {4,2} {4,3} {4,4} {4,5} {4,6} (2)
{5,1} {5,2} {5,3} {5,4} {5,5} {5,6}
{6,1} {6,2} {6,3} {6,4} {6,5} {6,6}

dar wutfallet {x,y} star for 1:a kasts podng (x) respektive 2:a kasts podng (y).
Q kallas alltsa utfallsrum.

Lpay=2 3.1
m 6 2
2. pB) =4 -10_25
m 36 18
g 2 1
3. P(C)===-=-.
©) m 6 3
g 1
4. P(D)=P(C)= ===
(0)=P(C)=2 =2
5 P(AC)*lfP(A)*lflf1
. = = 5= 5
6. M.h.a.
P(AU B) ={Rital} = P(A)+ P(B) — P(AN B), (3)
A 9 1
kan vi berdkna P(AN B) = 36 = 15 att
1 1
P(AUB)zf—i-i—g —9%0.53.

218 36 36
7. Viser att ANC = (tomma héndelsen). Dessutom &r

P(ANC)=P(A)+P(C)—P(AUC)=0.

11
8. Viser att P(AND)=—---.
2 3
3 1
P E = -_——= -
9. P(E)=¢=3
Kommentarer

e P(A)+ P(A°) =1 giller allmént. P.s.s. &r

1
P(B°) = 1—2, d.v.s. P(B)+ P(B¢) = 1.

e Sambandet (3) &r ett allmént samband.



Allmént giller ocksa att P(@) = 0.
e Vi har att D C F och att P(D) < P(E).

Visatter Q = {(j,k) : k,7 =1,2,3,4,5,6}, utfallsrummet for tva tarningskast
poédng: j ar poang vid kast 1 och k vid kast 2.

Det ar klart att P(Q2) = 1 och att
P0)=0< P(D)< P(E)< P(Q)=1,
Dar D C E for vilka handelser som helst i 2.

1.2 Betingad sannolikhet

Ex 1.3 Med héndelser som i foregaende exempel, skall vi berdkna Sannolikheten
for B givet A, alltsa sannolikheten for B, om A intraffar. Detta kallas den
betingade sannolikheten for B, givet A och skrivs P(B|A). Hur beriiknas denna
sannolikhet?

Viforutsdtter alltsa A intréffar. Detta dr nu ett nytt utfallsrum, d.v.s. att
1:a kast ger podng < 3. Ufallsrummet ar alltsa

{1,1} {12} {1,3} {14} {15} {1,6}
A= {21} {22} {23} {2.4} {2.5} {26}
3,11 {32} {33} {34} {3,5} {3,6}

Eftersom A &r det nya utfallsrummet, behover vi veta den del av B som &r

gemensam med A, d.v.s. helt enkelt AN B markerat blatt. Alltsa 8 utfall: Detta
1

skall jimforas med det nya utfallsrummets sannolikhet d.v.s. med P(A4) = 3:

P(B|A) = 91//326 - %

Kommentarer

e Sannolikheten P(B) = % Vi ser att P(B|A) # P(B), d.v.s. P(B|A) ar

paverkad av att A intréaffar.

e Utifran exemplet ovan, definierar vi

Definition 1 Den betingade sannolikheten for B, givet A definieras som

(AN B)

P
P(B|A) = ———. 4
(B|A) P(A) (4)
. 11 1 1 1
Ex 1.4 Vifick att P(AND) = 33% och att P(A) = 3 samt P(D) = 3
Héndelserna A ochD kan knappast paverka varandra, utan ar oberoende. Detta

leder till foljande definition.



Definition 2 Tva héndelser A och B ar oberoende, om

P(ANB) = P(A) - P(B).

Kommentarer

e Vi ser att om vi sammanfor oberoende med betingad sannolikhet ger (5)

att
_ P(ANB) _

P(B) = —5 75— = {#4)} = P(BJA).

P(A)

Oberoende ger alltsa P(B) = P(B|A), vilket siger att sannolikheten {6r B
inte paverkas av hindelsen A ocksa ett sitt allt tolka oberoende hindelse.

e Vi iakttar foljande likheter for héndelser:
A och B oberoende <= A° och B oberoende.

e For betingning m.a.p. en hindelse A géller

P(B|A) + P(B°|A) = 1.

Ex 1.5 Ibland betraktar man relativa frekvenser som sannolikheter. Man

har féljande sannolikheter att ta hansyn till inom en stads population:

P(tung missbrukare)
P(haschanvindare|tung missbrukare)
P(haschanvéndare)

0.1%
95%
10.0%

Ex 1.6 En likare argumenterade for att forbjuda anvandning av hasch p.g.a.
den hoga sannolikheten 95%. En statistiker papekade dock att sannolikheten

P(H|T) inte var sa intressant utan viktigare var P(T'|H).

Berikna sannolikheten P(T|H).

= 0.0095 ~ 1%.

Losning

_P(I'nH) , _ P(H|T)-P(T) 0.95-0.1%
P(T|H) = P {Bayes’ sats} = P = 0%
Kommentarer

e Exemplet ovan illustrerar problem att tolka sannolikheter ratt. I detta
och manga fall ser man pa fel sannolikhet vid bedémningar, om vad som

ar bra eller daligt, utifran observationer.



Ex 1.7 Givet héndelsen (méngden) AU B U C. Dela upp unionen i sju
parvis disjunkta (parvis icke samtidiga) héndelser. For disjunkt union kan man
anvanda ” LI 7.

Losning

AUBUC = (A\(BUC))U(B\(CUA))U(C\(AUB))U(ANB\C)LI(BNC\A)L(CNA\ B)U(ANBNC).

Ex 1.8 Givet en fotbollsmatch mellan Gais och Ois och en ishockeymatch
mellan Frolunda och Orebro, en given kvéll vid samma klockslag. Ar resultaten
i matcherna oberoende eller disjunkta? Forsok att ge ett rimligt svar.

Losning

Fragan om (o-)beroende handlar om det ena resultatet paverkar det andra.
Foérmodligen ar de oberoende.

Fragan om disjunkta skulle ex.vis kunna vara att Gais vinner utesluter att
Frolunda vinner. Det skulle innebéra ett beroende mellan de tva matchernas
resultat. P.g.a. oberoende dr machernas resultat inte disjunkta.



