1 Forelasning 111

1.1 Diskret (Sannolikhets-)férdelning

Med diskret menas i matematik, att nagot antar ett dndligt antal vérden eller
upprdkneligt odndligt med vérden ex.vis {1,2,3,...}. Med fordelning menas ur
sannolikheterna fordelas mellan olika utfall.

1
Ex 3.1 I exempel 1.1 har vi sannolikhterna G for alla utfalll 1,2,3,4,5,6

(podng vid ett tdrningskast). Man talar da om en likformig fordelning, alla
utfall har samma sannolikhet. Vi infér nu en stokastisk variabel, &, (lases "xi”).
For att forskorta ned texten/forklaringen av en typ av utfall anvéinds en sadan
variabel. Lat £ =antal podng vid ett kast med en térning.
Héndelsen A =antal poang < 4 kan da skrivas

4 2

A = {£ < 4} med motsvarande sannolikhet P(§ < 4) = 6= 3

Vi gar ett steg till och infor en frekvens- eller sannolikhetsfunktion f(x) :
P(¢ = z). Det foljer att

1
flz) = 5 *=123456

Vi sétter f(z) = 0 for 6vriga (heltals)varden pa z. Vi kan dessutom rita y =
f(z) tillsamman med fordelningsfunktionen F(x):= P(§ < z).

y Y
1/6

<V

Frekvensfunktion Fordelningsfunktion

Man skriver att ¢ € Likf(6).

Kommentarer

e Det ar typiskt for en fordelningsfunktion, att den ar viaxande mot 1: Mer
exakt lim F(z) = 1.
Tr—r0o0

e I exempel 1.2 ar fordelning inte likformig, eftersom pa utfallsrummet Q; =
{2,3,4,...,12} ar sannolikheterna olika.

Ex 3.2 (Ex 2.12) Vid fiske med kastspo ar sannolikheten att fa napp (fiskfangst)
p vid varje kast. Karin kastar n ganger. Vad déar sannolikheten att hon far exakt
2 napp (fiskar)? Antag att varje kasts utfall &r oberoende.

Losning:



Sokt sannolikhet P(A), ddr A ar héndelsen att fa napp exat x ganger av nir

P(A) = (

Med £ =antal fangade fiskar vid n kast kan vi skriva

>pm(1 -p)" % x=0,1,2,...n.
x

n T n—x
Ple=a) = 1) = (1) -pr. =012,
Man séger att & ar binomialférdelad med parametrar n och p. Detta skrivs kort

¢ € Bin(n, p).

Kommentarer

e Binomialférdelning foreligger da man goér n obeoende férsok med samma
sannolikhet p for ”lyckat utfall” vid varje forsok.

e Binomialférdelning handlar om dragning med aterlaggning och utan hinsyn
till inbordes ordning.

Ex 3.3 I exempel 1.2 har vi summan av tva tdrningskast podng. Lat &

vara summans poang. Det &dr klart att ¢ antar vardena 2,3,...,12 med olika
sannolikheter. Vi har att, med P({ = x) =: f(x)
PE=2) = f(2) = o, P(6=3) = f(3) = o otc
e 36 B 36

P.s.s. kan vi ta &, som summan av tre tarsningskasts poéng och rita den frekvens-
funktionen.

’ 1/5?‘ .
1/6 . B
. X L . "
8 18 X
Frekvensfunktion Frekvensfunktion
for summan av tva tarningskast. for summan av tre tdrningskast.
A
4 24 X
Frekvensfunktion
for summan av fyra tdrningskast.




Ex 3.4 Vid en kvalitetskontroll av N = 1000 cykelramar, raknar man med
att det ar fel/defekt pa r := 50. Man gor kontrollen genom att vélja ut och
kontrollera n = 30 ramar. Vad &r sannolikheten att exakt 2 ramar ar defekta?

Losning:

r
Vi far en relativ felfrekvens pa p := — = 5%. Det tolkar vi som sannolikheten

att en slumpvist val ram &r defekt. Vi kan infér den stokastisk variabel & =antal
defekta ramar bland de n utvalda. Vi soker alltsa sannolikheten P(§ = 2).

(50) . (1000—50)
P(¢=2)= %:%zo.%:%%.
30

Kommentarer

e Denna stokastiska variabel £ &r Hypergeometrisk fordelad med parametrar
N, n och p (eller r).
Detta skrivs £ € Hyp(N,n, p).

e Hypergeometrisk fordelning handar om dragnng wtan aterliggning och
utan hénsyn till inbordes ordning av de n valda av N.

e Forutom dessa tre fordelningar finns ett antal andra, nagra som gar att
forklara och nagra som inte kan forklaras latt.

Ex 3.5 For fiskaren kan fragan vara: Vad &r sannolikheten att jag far napp
f.f.g. vid kast (nummer) 7 Vi ana att fickelykan &r oberoende kast for kast. V
later n =antal kast tills fiskaren far napp f.f.g. Antag att det sker vid kast nr «.
Vi soker sannolikheten

Pin=x)=f(z)=(1-p)" " -p.
Fordelningen kallas geometrisk fordelning. 1 € Geo(p).

Ex 3.6 For de anforda fordelningarna maste galla att summan 6ver alla
sanolikheter = 1.

alla utfall z

» Binomialfordelning: ¢ € Bin(n, p):

n

> (Z)p“f(l )T =+ (1—p) = L.

x=0

» Geometrisk fordelning: n € Geo(p):

o'} o 1
;(1*17) 1'p:p'm:1-



Ex 3.7 Fiskaren bestdmmer sig att fiska till dess att tva fiskar fangas. Det
betyder alltsa napp f.a.g. (med sannolikheten f6r napp = p = 0.2, vid ett givet
kast.) Antag att antal kast dr « = 4, tills dess fangst fas for andra gangen. Vad
ar sannolikheten P(n = 4)?

Losning:
En sekvens kan da vara

(1-p)-(1=p)-p-...-(L=p)-(1—p)-p=p>(1—p)" 2

z kast

-1
Det forsta nappet sker en gang av « — 1 kast och alltsa pa x —1 = (z 1 ) satt

med z = 4. Alltsa ar sannolikheten

3(1 —0.2)%-0.22 = 0.0768 ~ 8%.

Vad ar sannolikheten att fa napp for n:e gangen vid kast nummer x7 Det &r
med ett utvidgat resonemang av exemplet ovan,

Plr=m= (T2 )= m

Man séger att n ar negativt binomialférdelad med parametrar n och p.

Kommentarer

e Vi kan skriva om binomialkoefficienten som

@:i) —{@—1)—(@—n)=n—1} = <Z:D

Ex 3.8 Antal langtradare som per halvtimme som passerar Tingstadstun-
neln ar i snitt 8.5 =: A\. Man vet att detta antal, ¢, ar poissonfordelat. Det
betyder att ¢ € Po(A) och sannolikhet- eller frekvensdfunktionen &r

PG =)= @) = 2 a0

(a) Vad &r sannolikheten att det kommer exakt 8 langtradare under en halv-
timme?

(b) P.s.s. men minst 5.
(c) Visa att Z flx)=1.
=0

Losning:



(a) Sannolikheten att det kommer exakt 8 langtradare under en halvtimme

ar
85858
F8) = GT —0.137508... = 0.14.

(b) P.s.s. men minst 5:

es 852 858 8.5

(¢) Visa att. ..

if(@"):@_’\ig =e et =1.
=0 =0 "’

Ex 3.9 Bland ett parti brador om 1000 stycken, valjs 20 ut for kontroll.
Om dessa ar korrekta, godkénns hela partiet. Om fler &n en ar defekt kasseras
partiet. Om exat en av de utvalda ar defekt gar kontrollen &ver i en andra fas.
Da véljs ytterligare 10 ut och partiet godkénns bara om alla dessa &r korrekta.
Vad &ar sannolikheten att partet godkéanns, om det innehaller 30 defekta?

Losning:

En sannolikhet som erhalls ar p = % = 0.03. Lat & =antal defekta bland

de 20 forst valda och 1 =antal defekta av de senare 10 valda. Sokt sannolikhet
kan da skrivas

som kan skrivas

P=0U(¢=1Nnn=0)) ={disjunkta} = P((=0)+P((=1Nnn=0) =

PE=0)+Pn=0[=1)-PE=1).

De stokastiska variablerna ér hypergeometriskt fordelade och vi observerar att
for n &r N1 = 980, antal defekta 29 och att vi drar 10 korrekta av 980 —29 = 951

brador.
¢ € Hyp(1000,20,0.03)

och
29
n € Hyp (980, 19, —980) .

De inblandade sannolikheterna ar

P(=0) = ﬁ
20
970\ _ (30
P¢=1) = (1(‘21)000()1) och
20
P(77 — 0|£ — 1) _ (9150128'0(209)
(o)



Skt sannolikhet, d.v.s. sannolikhteten att partiet godkanns ar alltsa

(92700) ) (300) 4 (91501) . (209) . (91790) i (310) ~ 0.793 =~ 0.8.

(%) (10) ("5)

Kommentarer

e Pa minirdknare brukar det finnas knappar fér binomialkoefficient (n) och
x
for permutation P(n, x).

e Den storsta binomialkoefficienten ligger innanfér minirédknarens talomrade

och ar 1000
=3.4-10%.
(%)

1.2 Varians och standardavvikelse

Emedan véntevérdet p =: E(§) = Z P(¢ = x) ar ett lagesmadtt, ar variansen
x
V(&) = 02 (och standardavvikelsen o) ett spridningsmdtt. Det definieras om

V() =) (z—p)’PE=u). (2
Ex 3.10 Berédkna variansen och standardavvikelsen for £ € Likf(N) med
N =6.
Losning:

Det &r samma fordelning (tarningskast), som i ex. 1.1 och ex 3.1. Vi fick

7

B(€) = p = 5(=35).

Vi forenklar forst (2).

V() =) (@ =2aptp®) f(z) = > 2’ f(x)-2p > af(x)+p>l=> a>f(x)—p’.

x

I fallet med ex 1.1 (och ex 3.1) far vi
1 49 35
:E 2 = .. ="x290cho~1.
V(&) z°g b 9 och o 7

For varians for de andra fordelningar hanvisas till boken eller formelsamlin-
gen.



1.3 Summor av stok. variabler

Ex 3.11 En diskret férdelning med stokastisk variabel n ges av

PE=1) = 02
P(E=2) = 05
P(¢=3) = 03

(a) Beridkna sannolikheten P(§ < 2).

(b) Berdkna véntevirdet E(&) och séitt ut det pa en talaxel, tillsammans med
utfallen.

(¢) Berikna véantevardet av af + b.

1.3.1 Indikatorvariabel

Ex 3.12 I ett spel gar det ut pa att fa flest podng. Det gar till sa att tva
eller fler kastar tdrning. Man far 1 poéng for tarningspoéngen 1 eller 4 och noll
poéng for dvriga tdrningspoang (2,3,5,6).
Vi infér héndelsen/méngden A = {1,4} och saledes A° = {2,3,5,6}. Som
stokastisk variabel infor vi en indikatorvariabel, som 7 = Z,. Den skall vara
sadan att den antar véardet 1, om utfallet hamnar i A och 0, om utfallet hamnar
i A,

8 2 (3)

PZ=0)= (1-p) =3

Definition 1 En speciell stokastisk variabel ar indikatorvariabeln Z =74 .
Denna variabel antar bara tva viarden: Z = 1 eller 0 med sannolikheten p for
vardet 1, d.v.s. P(Z = 1) = p och saledes maste

PZ=0)=1-p.
Kommentarer

e Man kan se indikatorvariabeln som en variabel som beskriver lyckat (1)
med sannolikheten p och misslyckat (0) med sannolikheten 1 — p.
1.3.2 * Summor av indikatorvariabler

Lat 7y, Zs,...,Z, vara n oberonde likafordelade indikatorvariabler. Vi skall
beskriva fordelningen
£
k=1

Den kan anta alla heltalsvérden mellan 0 och n. Vad &ar sannolikheten att & = k
forett £ =0,1,2,3,...,n7

Losning:



Det betyder att k stycken antar vardet 1 och 6vriga n — k antar vardet 0. En
sadan sekvens har sannolikheten

PZy=1NnZy=0Nn.NZ,=1)
Med precis k ettor och n — k nollor. P.g.a. oberoende och att vi har snitt (och)
far vi

p'(l—p)-...~p:pk(1_p)n—k

for en sekvens med k ettor. Det finns

Sannolikheten P(§ = k) ar alltsa

sadana sekvenser (med k ettor).

7N
> 3
NG~

Ple=k) = <Z)pk(1—p)"_k, k=0,1,2,....n (4)

Vi verifierar att totala sannolikheten ar 1:

n

Z (Z)p’“(l —p)"F=p+A-p)=1"=1.

k=0

1.4 Approximation mellan fordelningar

Betrakta en hypergeometrisk fordelning Hyp(N,n,p). Om N &r mycket storre
an n, d.v.s. om n < N blir det ingen storre skillnad mellan dragning utan
aterlaggning och dragning med aterldggning, alltsa ingen storre skillnad mel-
lan hypergeometrisk och binomialférdelning. Da géller approximationen (5).
Man kan alltsa approximera en hypergeometrisk férdelning med en binomi-
alfordelning utan att gora alltfor stort fel:

Tumregel: n/N < 0.1.

Ex 3.13 I exempel 3.9 har vi n/N = 30/1000 = 0.03 < 0.1. Vi beréknar
P(¢ = 1) med approximationen (5). p = 0.03 och n = 20, som ger att

20
PE=1)~ ( ) )0.031 -0.97' ~ 0.336

att jAmfora med 0.341, som erhalls i exempel 3.9.

Nu kan hypergeoemetrisk fordelning approximeras med Poissonférdelning, om

n>10, p+n/N <0.1 (6)




Ex 3.14 Berdkna P({ = 1) m.h.a. Poissonapproximation.

Losning:

n=20>10, p+n/N=0.03+0.02<0.1

Alltsa gar Poissonapproximation bra.

e 06 0.6!

E¢)=A=n-p=06=P¢=1)~ ———— =0.329...

1!

~ 0.33



