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Skiplistor

Det hér projektet handlar om skiplistor, en datastruktur som anviands fér snabbare sékning
i listor for att snabbt hitta en nyckel (t.ex. telefonnummer eller uppslagsord) och visa dess
virde (t.ex. telefonabbonentens namn eller forklaringen pa ordet). Bra beskrivningar pa
skiplistor finns pa nétet, t.ex. pa Wikipedia eller genom att bara Googla pa ’skip lists’. En
ordentlig beskrivning hittar du annars i avsnitt 8.6 i Data Structures and Algorithms in Java
av Goodrich & Tamassia, som finns att ldna elektroniskt pa Chalmers-biblioteket. Nedan
foljer en kortfattad beskrivning av hur listan konstrueras och ser ut, mest fér att introducera
terminologin.
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Figure 1: Exempel pa skiplista med nycklarna 2,5,10,13,18,21,24,25

Antag att vi har n stycken tal (nycklar) som vi vill lagra i en skiplista. Ordna talen och skapa
en lista med n noder, dar varje nod innehaller ett av talen. Detta &r niva 0 i skiplistan. For
att skapa nésta niva singlar du sedan slant for varje nod: blir det krona sa skapas samma
nod pa niva 1 med samma tal, och blir det klave skippas den noden pa den nivan. Dvs med
sannolikhet 1/2 kopieras noden upp till niva 1. Fortsitt sedan pa samma sétt: varje nod pa
niva 4 far f6lja med till niva ¢ + 1 med sannolikhet 1/2. Proceduren fortsétter tills nésta niva
blir tom. Varje niva ska dessutom boérja med —oo och sluta med +oo. Figur 1 ger ett exempel
pa ett mojligt utfall av alla tdnkbara skiplistor for talen 2, 5, 10, 13, 18, 21, 24, 25,

Uppgift 1-2 kan ni klara forsta veckan av kursen medan uppgift 3-5 kriaver kunskaper om
stokastiska variabler och gors lampligen vecka 2.

Fragor relaterade till vecka 1:
1. Antal noder per niva:
(a) Vad dr sannolikheten att exempelvis det f orsta talet n°ar upp till niva ¢ (eller
hogre)?

(b) Om man vet att k stycken tal nar niva i, pa hur manga satt kan man da vélja ut
dessa tal?

(c) Vad &r sannolikheten att det finns exakt k stycken noder pa niva ¢, dark = 0,1,...,n
och i =0,1,..., om man inte rdknar med d&ndnoderna —oo och +o00?
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2. Varsta fallet.

Det vérsta som kan intraffa i en skiplista, med avseende pa tidsatgang vid sokning, ar
att alla tal nar upp till samma niva.

(a) Vad &r sannolikheten att exempelvis det forsta talet nar upp till niva ¢ men inte
hogre?

(b) Vad &r sannolikheten att alla n talen nar niva ¢ men ej ¢ + 1, ddr ¢ = 0,1,2,...7

(c¢) Vad ér sannolikheten att alla n talen nar upp till samma niva?

Ledtrad: Om alla nar upp till samma niva, betyder det att ingen nar niva 1, eller
att alla nar niva 1 men inte 2, eller att alla nar niva 2 men inte 3, osv. Utnyttja
(a) och att “eller = U (union)”.

Fragor relaterade till vecka 2:
3. Minnesutrymme.

(a) Lat X beteckna antalet noder pa niva 4. I uppgift 1 har ni rdknat pa sannolkheten
att X = k. Vad kallas den stokastiska variabeln X (vilken fordelning har den), och
vilka parametrar har den?

(b) Vad &r forvantat antal noder pa niva ¢ for ¢ = 0,1,2, ..., exklusive &ndnoder?
Ledtrad: Utnyttja vantevirdet i X’s férdelning.

(c) Vad ér forvintat totalantal noder i skiplistan, exklusive éndnoder?
4. Skiplistans hojd.

(a) Lat Y beteckna hojden (dvs oversta nivan) pa forsta talets stapel. I uppgift 2a
har ni réknat pa sannolkheten att ¥ = 4. Vad kallas den stokastiska variabeln
X =Y +1 och vilken ar dess parameter?

(b) Forklara varfor hojden H,, i en skiplista som bestar av n stycken tal kan beskri-
vas som H, = max{Xy,..., X,} — 1, dar Xy,..., X, & oberoende och geometriskt
fordelade stokastiska variabler med parameter 1/27

(¢) Bestam fordelningsfunktionen for H,.
(d) Bestam frekvensfunktionen for H,.
Ledtrad: FFor heltalsvirda stokastiska variabler géller att f(k) = F'(k)— F(k—1).

(e) Anvénd dator for att approximativt berdkna vinteviardet E[Ho:l, for i =1,2,...,7.
Ser du nagot monster? Utnyttja detta for att motivera att E[H,] ~ logyn. (Lat
n = 2" si att i = logyn.)
(Ett explicit uttryck for E[H,] for godtyckligt n finns inte, utan enbart axympto-
tiska uttryck.)

http://www.math.chalmers.se/Stat/Grundutb/CTH/mve051/1415/ 2



MVE051/MSG810/MSG820: Matematisk statistik och diskret matematik Lp II, 2014

Frivilliga fragor:

5. Nér vi soker efter en nyckel (och dess véirde) s& borjar vi alltid p4 —oo langst upp i
vanstra hornet. Darefter foljer vi pilarna rakt at hoger sa langt det gar utan att ga forbi
det tal vi soker. Nar vi inte kan ga at hoger langre utan att nésta tal blir storre dn det
sokta, sa gar vi istéllet ner en niva. De tjocka pilarna i figur 1 visar sckvégen for talet

24.
(a)

Lat Z; vara antalet noder vi besoker pa varje niva. Vad ar vantevéirdet E[Z;]?

Ledtrad: Ténk dig att vi foljer pilarna bakldnges pa niva ¢. Da kommer vi att
gd at vinster pa samma niva dnda tills vi stoter pa ett tal som finns pa niva
och dessutom pa niva i + 1. For varje tal pa niva ¢ (inklusive det vi borjar pa) ér
sannolkheten 1/2 att talet finns pa niva i4+1 ocksa (om det blev krona i motsvarande
slantsingling). Z; &r alltsa antalet oberoende slantsinglingar som behovs innan en
krona dyker upp!

Forsok argumentera med hjalp av 4(e) och 5(a) ovan for att det forvantade antalet
noder som vi besoker &r ~ 2log, n.

Obs: Informationen fran 4(e) och 5(a) riacker inte for att gora denna argumentation
helt strikt, eftersom H,, och Z; inte ar oberoende.

Av detta foljer att tidsatgangen vid sokning asymptotiskt ar O(log, n). Tidsatgan-
gen for inséattningen och borttagning av tal 4r av samma storleksordning, men det
gar vi inte in nérmre pa hér.

Sista inlamningsdag: Man 17/11, 2014.
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