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Vad ér statistik?

Introduktion till statistik

» En vanlig definition av statistik: Sammanstallningar och
visualiseringar av data.

» Matematisk statistik: Ett satt att gora vetenskapliga modeller for
varkligheten som tar hansyn till osakerhet.

> Vetenskapliga modeller for varkligheten:

> Beskriver en specificerad del av varkligheten.

» Anvander ofta ett matematisk ramverk.

> Anvands for att predikera nya observationer: En modell ar battre an
en annan om den predikerar battre.

> "All models are wrong but some models are useful” (G. Box)

» For ménga delar av varkligheten ar det naturligt att prediktionerna
gors med osikerhet (Exempel "Det ar 90% chans for soligt vader i
morgon” ). Modeller som gor prediktioner med osikerhet kallas
stokastiska modeller (eller statistiska modeller).

» Forsta delen (storsta delen) av var kurs handlar om
sannolikhetsteori, det matematiska spraket for stokastiska modeller.
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Vad ér statistik?

Vad ar sannolikhet?

» Sannolikhetsteori dr en valetablerad matematisk teori. Men nar det
galler tolkningen av prediktioner fran stokastiska modeller, s finns
det olika asikter, eller skolor. Exempel: Hur tolkas

1. Sannolikheten for att denna geologiska formationen innehaller olja ar
34%.
2. Sannolikheten for lyckad hjartoperation ar ca. 96%.

> | en subjektiv/personlig eller Bayesiansk modell anser man att den
stokastiska modellen modellerar en enskild persons kunskap om
varkligheten. Dock pa ett sddant satt att tva fornuftiga personer
som har samma information bor f& samma sannolikheter. Darmed
kan man prata om sannolikheten for handelser som inte kan
repeteras, som i (1) 6ver.

» En frekventistisk synpunkt anser att bara handelser som pa nagot
satt kan repeteras kan ges en sannolikhet; sannolikheten ar da
gransen for frekvensen av handelsen nar antalet repetitioner narmar
sig oandligheten. | (2) kan 96% ha framkommit som en frekvens.
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Vad ér statistik?

Hur kan man ta fram en sannolikhet?

» Vanligtvis hittar man en modell for varkligheten som man
argumenterar ar rimlig, och harleder sen sannolikheter frdn denna.
> Det enklaste exemplet:
> Man anser att det finns ett andligt antal mojliga utfall, och att varje
av dessa utfall har samma sannolikhet.
> Sannolikheten for en handelse som motsvarar en delmangd av de
mojliga utfallen ar summan av antalet utfall i delmangden delat pa
det totala antalet utfall.
» Exempel: Sannolikheten for att nasta kast med tarningen blir 4 ar
1/6, darfor att det ar 6 olika utfall, och alla borde ha samma
sannolikhet.

» Exempel: Sannolikheten for att nasta kast med tarningen ger mindre
an 4 ar 1/2, darfor att denna héandelse motsvarar 3 av 6 mgjliga
utfall.
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Vad ér statistik?

viktiga begrepp

» Utfall (eng. outcome (eller "sample point”)): En specifik mdjlighet
for den delen av varkligheten vi beskriver.

» Utfallsrum (eng. sample space): Samlingen av alla utfall som vi
anser mojliga.

» Hindelse (eng. event): En delméngd av utfallsrummet.

» Tradiagram (eng. tree diagram): Ett satt att beskriva vissa
utfallsrum.
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Grundliaggande sannolikhetsteori

Axiomer for sannolikhetsteori

Lat S vara ett utfallsrum. En sannolikhetsfordelning ar en funktion som
till alla (" matbara") delmingder A av S tillordnar ett tal Pr[A], s3 att
» Pr[S]=1
> Pr[A] >0
> Lat A1, Ag, ..., Ak, ... vara héndelser (delm3ngder av S) sa att
AiNA; =0 (de ar icke-dverlappande) om i # j. D3 ar

PrlfAtUA U---UAU...] = Pr[A1] + Pr[A] + - - + Pr[Ac] + . ..
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Grundliaggande sannolikhetsteori

Nagra konsekvenser av axiomerna

» Pr[)] =0
> Pr[A’] =1 — Pr[A], dar A’ &r komplementet till Ai S (skrivs dven
AC eller S\ A).

» Om A; och A, ar tva handelser s har vi

Pr[A1 @] A2] = Pr[Al] + PI’[A2] — PI’[Al n A2]

Petter Mostad MVE051/MSG810 2016 Férelasning 1



Grundliaggande sannolikhetsteori

Betingade sannolikheter

» Den betingade sannolikheten for A, givet Ay, dar Pr(A;) > 0, ar

definerad som
Pr[A; N Ap]

Pr[Al]

> Tolkning: OM vi vet att A; hander (eller: givet att A; hander), vad
ar da sannolikheten for A,?

» Lar dig att skilja mellan Pr[A; | Az] och Pr[A; | Aq]!

> Fran definitionen far vi att

Pr[A2 ‘ Al] =

Pr[A1 n A2] = PI’[Al] . PF[AQ | Al]
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Grundliaggande sannolikhetsteori

Viktiga rakneregler

> En viktig rdkneregel (om 0 < Pr[A;] < 1) blir

PI’[A2] = PI’[(A2 n Al) U (A2 N All)] = PF[A2 n Al] + PI’[A2 N A/l]
= Pr[Ay | Ai] - Pr[Ai] + Pr[A; | A - Pr[A1]

» Mera generellt, om S =By UB,U---U By och By,... By ar
icke-6verlappande (sd Bi N B; = () om i # j) och Pr[B;] > 0 sa har vi

Pr[A]
= Pri(ANB)U(ANB)U---U (AN By)]
PrlJAN Bi] + Pr[AN By] + -+ - + Pr[AN By]
= Pr[A]| Bi]Pr[Bi] + Pr[A| By] - Pr[Bs] + - - - + Pr[A | Bi] Pr[Bx]
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Grundliaggande sannolikhetsteori

Flera rakneregler

>
Pr[ANn BN (| Pr[An B | C]
Pr[A| B = =
MIBNC=—rErq PrB| C]
| 4
PIANB | C] = PrlA| BN C]Pr[B] C]
>
PI’[Al NAN A3] = PI’[Al] PI’[AQ N As | Al]
= Pr[Al] PF[AQ | Al] PF[A3 | AN A2]
>
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Grundliaggande sannolikhetsteori

Oberoende handelser

» Tva handelser A; och A, kallas oberoende om
Pr[A1 n A2] = Pr[Al] . PI’[AQ]

» Vi far att A; och A, (med Pr[A;] > 0) &r oberoende om och endast
om
PF[AQ | Al] = PI’[AQ]

> Ay, Ao, ..., A, ar oberoende handelser om, for alla urval
A(l)7 A(2), ceey A(k) av dessa géller

Pr[A(l) n A(2) n---N A(k)] = PF[A(I)] PF[A(Q)] S PF[A(k)]
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Grundliaggande sannolikhetsteori

Bayes teorem

» For handelser A och B med Pr[A] > 0 och Pr[B] > 0 fér vi direkt att

Pr[B | A]Pr[A] Pr[B | A] Pr[A]

PrlA| B] = Pr[B] Pr[B | A]Pr[A] + Pr[B | A]Pr[A]

Detta kallas Bayes formel.
» Mera generellt har vi, om S =A; UAy U+ U A, A1,... A ar
icke-Gverlappande och Pr[Aj] > 0, Pr[B] > 0, sa har vi
Pr(B | AJPr[A]] _  Pr[B [ Aj] Pr[Aj]
Pr[B] S PriB | APrA]

Pr[A; | B] =

» Delar vi Bayes former for Pr[A | B] pa formeln for Pr[A’ | B] far vi

Pr[A|B]  Pr[B|A] Pr[A]
Pr[A'| B]  Pr[B| A] Pr[A]
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