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Momentgenererande funktioner

» Anta X ar en stokastisk variabel. Om funktionen
mx(t) =E [etx]
existerar for t i ndgot Oppet intervall runt t = 0, sd kallas mx(t) for

den momentgenererande funktionen till X.

» Kom i hdg att momenterna till X ar definerad med (for n > 0)
a, =E[X"].
» Vi far att om den momentgenererande funktionen existerar s ar den
den exponentiella genererande funktionen till talfdljden {a,}52,

» Beviset anvander Maclaurin serien:

2 Z3 Z4

p4
F=l+z+ Tt

» mx(t) har manga anvandningar, t.ex. att berdkna vantevarde och
varians till en fordelning.
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Berakna vantevarde och varians med mx(t)

» Om m(t) ar expoentiell genererande funktion till {a,}72, sa ar
m'(t) exponentiell genererande funktion till {a,11}5%,.

» Om m(t) ar expoentiell genererande funktion till {a,}52, géller
m(0) =a, m(0)=a m’'(0)=a m"(0)=as

» Om mx(t) ar den momentgenererande funktionen till X sa ar
m’(0) = E[X], my(0) = E [X?], m¥(0) = E [X3], etc.

> Till exempel blir Var [X] = E [X?] — E[X]* = m}%(0) — m)(0).
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Exempel: mx(t) for Binomialfordelningen

» N&r X ~ Binomial(n, p), s& att frekvensfunktionen dr

X

n —X
f(x) = ( )pX(l )
sa far vi
mx(t) = (pe’ +1— p)"
» Bevis

» Fran detta far vi att m}(0) = np och m%(0) = np + n(n — 1)p, som
ger Var [X] = np — np°.
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Exempel: mx(t) for Poissonfordelningen

» Nar X ~ Poisson(\) s att frekvensfunktionen ar

e ANX
Fo) = x!
s far vi
mx(t) = exp(eA — \)
> Bevis
» Frén detta far vi att m}(0) = X och m%(0) = A\* — X, som ger
Var [X] = A.
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Exempel: mx(t) for Gammafordelningen

» Nir X ~ Gamma(a, 3) s att tithetsfunktionen ar

00 = gz ee(—x/9)
sa far vi
mx(t) = (1 - Br)~°
» Bevis

» Fran detta far vi att m4(0) = a8 och m%(0) = a3?(1 + a), som
ger Var [X] = af8%.
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Exempel: mx(t) for Normalfordelningen

» Nar X har standard normalfordelning sa att tathetsfunktionen ar

1 1,
expl——X
N p( )

f(x) = 5

sa far vi
mx(t) = exp(t*/2)
> Med lite extra arbete far vi nir X ~ Normal(u, o) att

mx (t) = exp(ut + ot?/2)

» Fran detta far vi att E [X] = p och Var [X] = 02. Vi kan aven
ganska latt berakna hogre moment E [X3], E [X“], etc.
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Flera momentgenererande funktioner

» Om X har en Geometrisk fordelning med parameter p sa far vi

pe'
1—(1-p)et

» Om X har en Negativ Binomialfordelning med parametrar r och p sa

fr vi )
()= (¢ e

> mx(t) for en del fordelningar finns i "Beta” formelsamlingen.
(Tentan kommer inneh3lla nédvéndig information for de som inte
har med denne formelsamlingen).

mx(t) =
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Nyttiga egenskaper for momentgenererande funktioner

> Om mx(t) = my(t) for stokatstiska variabler X och Y for alla ¢t i
nagot Oppet intervall runt 0 s3 3r X = Y. (mx(t) ar ett
"fingeravtryck™)

» Om « och § ar reella tal har vi mopx(t) = e**mx(St).

» Exempel p& anvandning: Bevis for att om X ~ Normal(y, o), sa ar
(X — p)/o ~ Normal(0, 1).

> For oberoende X och Y har vi mxyy(t) = mx(t)my(t).

» Exempler pd anvandning:

» Summan av oberoende normalfordelade variabler ar normalférdelad.
» Summan av oberoende Poissonfordelade variabler ar Poissonfordelad.

» Summan av oberoende Gammaférdelade variabler med samma g ar
Gammafdrdelad.
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Chebychev's olikhet

» Antag X ar en stokastisk variabel med vantevarde p och
standardavvikelse o. Da har vi for varje positiva tal k att

1
» Bevis

> | tillampade situationer kan man ta fram begransningar i
sannolikheten for att X ar alltfor langt borta fran u. Fast
begransningarna ar oftast inte sd nyttiga i praktiken.

» Chebychev's olikhet har kanske storre varde som verktyg inom
sannolikhetsteorin.
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Stora talens lag

» Lat X1, X, ..., X, vara ett stickprov fran en férdelning med
vantevirde 1 och varians o2 For godtycklig positiv k har vi att

Pri|X —pl<k]—1

nar n — oo.
» Beviset stoder sig pa Chebychev's olikhet.
» Bekraftar matematisk en intuition om hur sannolikhet fungerar.

» Mark: Galler inte om variansen inte finns!
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