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Diskreta och kontinuerliga stokastiska variabler

» Tills nu har vi pratat om generella utfallsrum, och
sannolikhetsfordelningar pa dessa. Men oftast har vi en funktion
fran utfallsrummet till reella tal, och vi ar intresserade av de
resulterande sannolikheterna for delmangder av dessa tal. Vi har da
en stokastisk variabel.

> Lite forenklad kan vi ténka oss att utfallsrummet 3r (en delmingd
av) de reella talen.
» Exempler:
> En andlig delmangd av de reella talen, t.ex., 0,1,2,...,n, ar
funktionsvarden av f. Detta ar en diskret stokastisk variabel.
> En upprakningsbar delmangd av de reella talen, t.ex., 0,1,2,... ar
funktionsvirden av f. Aven detta ir en diskret stokastisk variabel.
» Ett intervall, eller alla reella tal, ar funktionsvarden av f. Vi har en
kontinuerlig stokastisk variabel.
» Vi skriver ofta versal X for en stokastisk variabel, och gemen x for
ett mojligt varde av X.

» | dag: Diskreta stokastiska variabler. Nasta gang: Kontinuerliga.
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Diskreta stokastiska variabler

Lat X vara en diskret stokastisk variabel.
» Funktionen
f(x)=Pr[X =x]
kallas frekvensfunktionen till X.
» En funktion f &r en frekvensfunktion om och endast om f(x) > 0
for alla x och 3_ 1.y med r(x) > 0 F(X) = 1.
» Funktionen
F(x) =Pr[X <x]
kallas fordelningsfunktionen till X.

» Om X ar en stokastisk variabel, si far vi aven definerad stokastiska
variabler som X + 1, X2, log(X) + X, etc.
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Exempel, med geometriska serier

Kom i hig Geometriska serier. For |s| <1, Y77 sk =

v

1
1-s
1_gtl

1-s

v

Fran detta foljer ocksd att >, _, sk =

Definera en funktion f med

_J(1=5)s* omx=0,1,...,
fo) = { 0 annars

v

Vi kan visa att )7 f(x) = 1 sa detta ar en frekvensfunktion.

» Fordelningsfunktionen blir, for x =0,1,...,
F )_i(l s)sk = (1 s)isk—(l 5)1—5><+1 =1-s"
x)= — - k=0 - s
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Vantevarde, varians och standardavvikelse

» For en stokastisk variabel X sd kan man definera dens vantevarde,
varians, och standardavvikelse.

> Det ar viktigt att skilja dessa begrepp fran det medelvarde och den
varians och standardavvikelse som kan beraknas frdn data
X1, X2y« + oy Xn!
» Sammanhangen, som vi kommer till senare, ar att man beraknar
> medelvirde av data for att estimera vantevardet av variabeln X
» varians av data for att esitmera variansen till variabeln X
» standardavvikelsen av data for att estimera standardavvikelsen till
variabeln X
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Vantevardet av en diskret stokastisk variabel

> Intuitivt: Vantevardet av X ar det vardet som medelvardet av ett
antal observationer av X narmar sig, nar antalet observationer stiger.

» For en diskret stokastisk variabel X med frekvensfunktion f(x) kan

vi definera
E[X] = Z xf(x)

alla x

(om > x IXIf(x) < 00).
> Mera generellt, om H ar en funktion sa kan vi definera

E[HX)] =) H(x)f(x)

alla x

(om > .1a x [H(X)[f(x) < 00).
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rakneregler for vantevardet

v

For en konstant ¢ har vi
Elc]=c¢

For en konstant ¢ har vi

v

E[cX] = cE[X]

v

Om Y = f(X) och Z = g(X) &r givna som funktioner av X sa har vi

E[Y + Z] =E[Y] +E[Z]

v

Man anvander ofta p for att beteckna vantevardet.
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Varians och standardavvikelse av en diskret stokastisk

variabel

» Variansen av en stokastisk variabel defineras som

Var[X] = E[(X ~ E[X])’

v

Genom att anvanda raknereglerna far vi aven att
Var[X] = E [X?] - E[X]?
Standardavvikelsen av en stokastisk variabel defineras som
Sd[X] = /Var[X]

Man anvinder ofta o2 och o for att beteckna variansen respektiva
standardavvikelsen till X.

v

v
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or varians och standardavvikelse

For en konstant ¢ har vi

v

Var[c] =0

For en konstant ¢ har vi

v

Var [cX] = ¢? Var [X]

v

For en konstant ¢ har vi
Sd [cX] = ¢Sd [X]

» P3a grund av den senare egenskapen ar standardavvikelsen lattare att
tolka an variansen.

Petter Mostad MVE051/MSG810 2016 Férelasning 2



Bernoulli-fordelningen

>

Tva mojliga varden, 0 och 1, och frekvensfunktion

p omx =1
f(x)=¢1l—p omx=0
0 annars

v

Vintevardet ar p. (Berdknal)

v

Variansen ir p — p?> = p(1 — p). (Berakna!)

Exempel: Ett enskild "forsok” med sannolikhet p att "lyckas”.

v
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Den Geometriska fordelningen

» Mojliga varden 1,2, 3,.... Frekvensfunktion
_[p(L—=p)t omx=12,...
Fi) = { 0 annars

Kontrollera att detta ar en frekvensfunktion!
» Vantevardet dr 1/p. (Berdkna!)
» Variansen ir (1 — p)/p?. (Berakna!)

» Exempel: | en sekvens av oberoende "forsok” som varje har
sannolikhet p att "lyckas”, vad ar antalet forsok till och med det
forsta lyckade forsoket?
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Binomial-fordelningen

» Mojliga varden 0,1,2, ..., n. Frekvensfunktion
" pP(1—p)"* omx=0,1,2,...,n
f(X) — X ) 9 ) )
annars
Kontrollera att detta ar en frekvensfunktion!
> Viantevardet ar np. (Berdknal)
» Variansen ar np(1 — p). (Berdkna!)
» Exempel: | en sekvens av n oberoende "forsok” som varje har

sannolikhet p att "lyckas”, vad ar antalet forsok som lyckas?
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Den moment-genererande funktionen

> Momenten till en stokastisk variabel X 3r virdena E [X], E [X?],
E[X3]. E[X*], ...

» Som vi s3g sd ar vantevardet och variansen funktioner av de tva
forsta momenten.

» Som vi sag, sd ar det inte alltid enkelt att berakna vantevarde och
varians (och generellt, momenten) till X. En alternativ metod ar att
anvanda den moment-genererande funktionen.

» Definitionen ar
mx(t) =E [etx]
och moment k kan berdaknas genom att derivera denna funktionen k
gangar och satta t = 0.
» Moment-genererande funktioner ar ett specialfall av genererande
funktioner som ar viktiga i kombinatoriken. Vi kommer arbeta med

dessa senare, och vantar darfor ocksa med att arbeta med
moment-genererande funktioner.
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