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Multivariata (simultana)

» De (diskreta och kontinuerliga) stokastiska variabler vi pratat om sa
I&ngt ar univariata: Det ar bara ett enkelt varde som ar osakert.

» Mera nyttiga ar multivariata modeller: Har ar det flera reella varden
som ar osakra, och som beror pa varann.

» Teorin i detta kapitel ror sig om bivariata modeller, dar vi har tvad
varden som ar osakre, men teorin kan latt generaliseras.
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Diskreta simultana fordelningar

» En diskret bivariat fordelning kan specificeras genom en
frekvensfunktion som for varje par av reela tal (x,y) ger ett reellt tal
fxy(x,y) som uppfyller

> fxy(X,y) 2 0.
> D alla x Dl y XY (X, y) = 1.
Vi har d3 att Pr[X = x och Y = y] = fxy(x,y).

» Exempel: En tabell som anger fxy(x,y) for varje kombination av ett
andligt antal x och ett adndligt antal y, (medan fxy(x,y) =0 for
alla andra par).

» Vi definerar marginalférdelningarna fx och fy som

i(x) = > far(x,y) =Pr[X =x]
fr(y) = D fvlxy) =Pr[Y =y]

Mark att detta ar frekvensfunktioner.
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Kontinuerliga simultana fordelningar

» En kontinuerlig bivariat fordelning kan specificeras genom en
tathetsfunktion som for varje par av reella tal (x, y) ger ett reellt tal

fxy(x, y) som uppfyller
> fxy(X y) > 0.
>f f fxy(x,y)dxdy = 1.
Vi har da att Pr[X € [a, b] och Y € [c,d]] = fab fcd fxy (%, y) dx dy.
» Exempel: fxy(x,y)=2xy +1/2f6r0<x<loch0<y<1.

» Vi definerar marginalférdelningarna fx och fy som

fx(x) = /jo fxy(x,y)dy
fly) = /fo e (%, y) dx

Mark att detta ar tathetsfunktioner.
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Oberoende stokastiska variabler

» Om A och B ar handelser sa ar A och B oberoende om
Pr{[An B] = Pr[A] - Pr[B].

» Tva diskreta stokastiska variabler X och Y ar oberoende om, for
alla x och y,

Pr[X =xoch Y =y]=Pr[X=x]-Pr[Y =y]
» Detta ar det samma som att, for alla x och y,
fxy(x,y) = fx(x)fy(y)

» Aven for kontinuerliga stokastiska variabler galler definitionen X och
Y ar oberoende om

fxv (x,y) = fx(x)fy (y)
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» Om (X, Y) ar en bivariat stokastisk variabel s& definerar vi
vantevardet E [H(X, Y)] med

E[HX, V)= > Hexy)fxy(xy)

alla x alla y

om (X, Y) ar diskret och, om (X, Y) ar kontinuerlig,

E[H(X, Y]—/ / H(x, y)fxy (x,y) dx dy.

» Vi far rakneregler som E [cX] = cE [X] och
EX+ Y]=E[X]+E[Y].
» OM X och Y AR OBEROENDE, s3 fir vi

E[XY] = E[X]E[Y],
annars galler inte detta alltid.
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Kovarians

» Om (X, Y) &r en bivariat stokastisk variabel s& definerar vi
kovariansen med

Cov [X, Y] =E[(X —E[X]) (Y —E[Y])]
> Med raknereglerna far vi latt att
Cov[X, Y] =E[XY]-E[X]E[Y]

» Vi ser att om X och Y ar oberoende sd ar kovariansen noll;
motsatsen galler inte.

» Kovariansen mater "samvariationen” mellan X och Y/, och kan i
princip vara villket reellt tal som helst.

» Nagra rakneregler: Cov[cX, Y] = cCov|[X, Y] och
Cov[X,cY] = cCov[X, Y]. Ocksd: Cov[X, Y] = Cov[Y,X].
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Korrelation

» Korrelationen mellan X och Y defineras som

Cov[X,Y] Cov[X,Y]

pxy = Var[X] - Var[Y] ~5d [X]Sd[Y]

» Korrelationen matar ocksd "samvariationen”, men ar alltid mellan -1
och 1.

» Vi har |pxy| =1 om och enbart om Y = Sy + 81X for reela varden
Bo och 81 och B # 0.

» Kom i h3g att korrelationen (enbart) mater linjdra beroenden.
Positiv korrelation betyder att linjen lutar uppat, negativ korrrelation
att den lutar nerat.
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Betingade fordelningar

Fér handelser A och B har vi Pr[A | B] = Z428 (om PrB > 0).

For diskreta variabler X och Y definerar vi den betingade
fordelningen fx|, med (om fy(y) > 0)

v

v

PriX=xochY=y] fxy(x,y)
fxiy(x)=Pr[X=x|Y =y]= =
le( ) [ | Y] Pr[Y:y] fY(_)/)
Mark att detta ar en frekvensfunktion, och att

fx)y (v (y) = fxv (x,y).

v

> Aven for kontinuerliga variabler X och Y definerar vi
fXY(Xa}/)
fxy(x) = ———
le( ) fY(y)
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Variabelbyten for multivariata fordelningar

Antag (X, Y) har en bivariat kontinuerlig férdelning med tathetsfunktion
fxy(x,y), och att (U, V) har en bivariat kontinuerlig férdelning med
tathetsfunktion fyy(u, v). Antag att

(X,Y)=(m(U, V), h(U,V))
definerar en en-till-en transformation fran omradet dar fyy ar positiv till

omradet dar fxy ar positiv, och att bdda h; och hy har kontinuerliga
partiella derivater. D3 har vi att

fuv (u, v) = fxy (hi(u, v), ha(u, v))|J|
dar J ar Jacobi-matrisen definerad med
ox  Ox
[ &
ou ov

och dar |J| # 0 allts3 ar determinanten av denna matrisen.
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