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Markovkadjor

» En Markovkadja ar en simultan fordelning for stokastiska variabler
X1, Xa, ..., Xy, ... dar frekvensfunktionerna uppfyller

ka|X17X27---7Xk—1(X) = ka|Xk—1(X)

foralla k=2,3,....
» | minga samanhang anvénds Y | X for att beteckna den stokastiksa
variabeln Y betingad pd X. Darmed kan villkaret over skrivas

Xic | X1, Xa, 00, Xeer ~ X | Xi—1

dar " ~" anger att variablerna har samma fordelning.

» S3 en Markovkadja en sekvens av beroende stokastiska variabler sd
att varje variabel Xj givet alla foregdende egentligen bara beror pa
den ena foregdende variabeln X _1.

» | var kurs kommer alla Xj ha andliga tillstdndsrum, s& Xy ar en
diskret stokastisk variabel, och alla Xj har samma tillstandsrum S.

» Vi kommer ocsk3 anta att alla betingade fordelningar X | Xk—1 ar
lika, oberoende av k (man brukar siga att Markovkadjan ar
stationdr).
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En graf kan visualisera Markovkadjan

(nar S har fa element)

» Grafen innehaller en nod for varje element i S.

» Vi kommer oftast anta de mgjliga vardena i S ar 1,2,3,...,n, eller
0,1,2,....,n—1.

» For varje par i,j sa att Pr[Xx =j | Xk—1 = i] = pj > 0 har vi en pil
frdn noden som representerar i till noden som representerar j. Vi
kan skriva vardet av p; brevid pilen.

» For att specificera Markovkadjan behover vi i tillagg specificera
fordelningen for den forsta variabeln Xj i kadjan. Om denna
fordelningen ar att X3 med sannolikhet 1 ar lika med nagot element
i S, sa markeras den motsvarande noden som "startnoden” .
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Overgangsmatrisen

» Den betingade férdelningen till X | Xx_1 specificeras genom alla
sannolikheterna Pr [Xy = j | Xx—1 = i] = pj;j. Dessa kan vi samla i
overgangsmatrisen P:

P11 P12 ... Pin

P21 P22 ... P2n
P=1. . .

Pn1 Pn2 ... Pnn

» For dvergangsmatrisen galler
> Alla p;j > 0.
> ,"1:1 pij = 1, sa alla rader summerar sig till 1. Detta kan skrivas
med matrixmultiplikation som P1 = 1 dar 1 ar matrisen med en
kolumn med n ettor.
» Att dndra indexeringen av elementer i S motsvarar att byta om pa
motsvarande kolumner, och samtidigt motsvarande rader.

» Om vektorn v = (v, v, ..., Vv,) ar sannolikheterna vid steg k sé ar
vektorn vP sannolikheterna vid steg k + 1.
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(s)

i

, sannolikheten att ga fran / till j i s steg

Berakning av p

» Om vektorn med sannolikheter for X, ar v sa ar vektorn med
sannolikheter for X1 lika med vP. Darmed ar vektorn med
sannolikheter for Xy lika med vPP = vP2.

» Generellt far vi att sannolikheterna for X s blir vP°.

» Darmed: Sannolikheten att ga fra tillstand 7 till tillstdnd j i s steg ar

givet som (7, j)-elementen i matrisen P*, och skrivs pfjs) :

Petter Mostad MVE051/MSG810 2016 Foreldsning 5



Nagra typer Markovkadjor

» En Markovkadja ar Ergodisk (irreducibel) om det for alla 7, j

existerar en n sa att p,g-") > 0. Med andra ord: Det ar alltid mojligt
att ga fran j till j, mojligtvis via andra tillstand.

()

i > 0 for

» En Markovkadja ar reguljar om det existerar en n sa att p
alla i,j.

» Ett tillstand 7 ar absorberande om p;; = 1. Med andra ord: Det ar
omojligt att lamna / om man forst kommit dit.

» Ett tillstdnd som inte ar absorberande kallas transient.

» En Markovkadja ar absorberande om det for alla i finns ett
absorberande tillstdnd j och en n s3 att pf-") > 0. Med andra ord:
Det ar alltid mojligt att na fram till ett absorberande tillstand,
mojligtvis via andra tillstand.
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> Overgéngsmatrisen for en absorberande Markovkadja kan vi skriva
pa formen
_|Q@ R
P= 13 7]

dar vi re-nummererat tillstanden sd att de absorberande tillstanden
har hogst index. [ ar identitetsmatrisen och 0 ar matrisen med bara
nollor. Denna formen kallas kanonisk form.

» Matrisalgebra ger oss da att

P[4 (@@ 0 R
|0 /

» Sannolikheten for att en absorberande Markovkadja ander i ett
absorberande tillstdnd &r 1. (Visa!) S& Q" — 0 nér n — oo.
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Berakning av n;: Vantevardet for antalet gdngar en kadja

som startar med / ar i det transienta tillstandet j

» Visamlar alla njj i matrisen N; detta kallas den fundamentala
matrisen.

. ro k . "
» Vi far nj = E [Ziozo IUk] = ZiO:OE [I,Jk] = Z;“;O pfj ), dar I,'jk ar
indikatorn att processen som startat i / ar i tillstand j efter k steg.

» Darmed far vi
N=14+Q+Q+ - +Q+...

> Sedan (/ + Q+ Q>+ + Q)(/ = Q) =/ — Q" och Q¥ — 0
nar k — oo far vi

N(I—Q) =1
och dirmed N = (I — Q)7 L.
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Vantevardet for antalet steg till absorbsjon

» Det totala antalet steg till absorbsjon ar lika med summan av antalet
gangar som kadjan ar i olika transienta tillstdnd innan absorbsjonen.

» Darmed far vi att vantevardet for antalet steg till absorbsjonen nar
vi startar i tillstdnd 7 &r summan av vardena i rad i i fundamentala
matrisen N.

» Vi kan skriva dessa summor i matrisnotation som N1.
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Villket tillstand absorberas man i?

» Vi har visat att

oo @ @]
) /

» Narn —>o0osdfarviQ" —0o0ch Q" 14+ Q" 2+---4+Q+/— N,
och darmed
n 0 NR| .
P" — nar n — oo
o I
» S3 om man startar med det transienta tillstdndet / s& ander man i
det absorberande tillstdndet j med sannolikhet gj;, dar g;; ar element
i,j fran matrisen NR.
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