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Nagra flera familjer av fordelningar

» Vi har an s3 lange hort om den Geometriska fordelningen,
Binomialférdelningen, och Normalférdelningen.

> Detta ar exempler pa familjer av fordelningar: For varje varde av
parametrarna i familjen s3 far man en specifik fordelning.

> Nu skall vi titta pa ett antal andra familjer: Poissonfordelningen,
den hypergeometriska fordelningen, negativ Binomialfordelning,
Gammafordelningen, Chi-kvadrat fordelningen, och
exponentialfordelningen. Varje familj har egenskaper som gor den till
en lamplig modell for vissa fenomen i varkligheten med motsvarande
egenskaper.

» Slutligen namnar vi ett exempel pa en stokastisk process:
Poissonprocessen.
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Poissonfordelningen

» En diskret variabel X med mojliga varden 0,1,2,... har en
Poissonfordelning med intensitet A om frekvensfunktionen ar

)\X
=e M,
x!

f(x)

» Anvands ofta for att modellera antalet oberoende handelser inom
nagon tidsram eller dylikt.

» En Biomialfordelning med parametrar n och p narmar sig en
Poissonférdelning med parameter A om n — oo medan np = A.

» Vantevardet dr A och variansen ar .
» Om X; ~ Poisson(\1) och X; ~ Poisson();) sé blir

X1+ Xp ~ Poisson(A1 + A2)

» Exempel: Om antalet inkommande telefonsamtal ar Poissonférdelad
med vantevarde 3 per minut, sd ar antalet samtal per timme
Poissonfordelad med vantevarde 3 - 60 = 180.
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Den negativa Binomialfordelningen

» En diskret stokastisk variabel X har en negativ Binomialfordelning
med parametrar p och r om den har frekvensfunktion

)= (1) @

Mark att de mojliga vardena till x ar ror+1,r4+2,....

» Motsvarar en sekvens av oberoende forsok dar varje forsok har
sannolikhet p for att lyckas, dar antalet lyckade forsok ar fixerad till
r, och dar x ar antalet forsok man behover gora for att uppna r
lyckade forsok.
> Om X ~ Neg Binomial(p, r) s& har vi
» E[X]=
> Var [X]

H s
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Hypergeometrisk fordelning

> En diskret stokastisk variabel X har en Hypergeometrisk fordelning
med parametrar N, n och r om frekvensfunktionen ar

() (=)
()
Mark att de mojliga vardena ar alla heltalsvarder fran och med
max(0, n — (N — r)) till och med min(n, r).

» Motsvarar foljande situation: Du har en urna med N bollar totalt,

dar r ar svarta och N — r ar vita. Om du drar n bollar fran urnan,
vad ar sannolikheten att du far exakt x svarta?

f(x) =

» Om X ~ Hypergeometrisk(N, n, r) sa har vi
»EX]=n-5

» Var[X]=n- £ Moo M=o
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Gammafunktionen

» For o > 0 defineras () med

> Viktiga egenskaper:
»M(1)=1
» For a > 0 kan man visa att [(a + 1) = al («).
> Darmed far vi, for positiva heltal, n! =T(n+ 1).
» Man far t.ex. [(1/2) = /7. Funktionen kan utvidgas till en
analytisk funktion av en komplex variabel z.
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Gammafordelningen

>

Enligt Milton: En kontinuerlig stokastisk variabel X med de positiva
reella talen som mojliga varden har en Gammafordelning med
parametrar o > 0 och 8 > 0, vi skriver X ~ Gamma(a, 8), om
tathetsfunktionen ar

1
f(x) = =———x*"Lexp(—x/p).
(9= oy (~x/5)
MARK: Manga stillen anvinds i stillet en definition dir 3 ersatts
med 1/, s& att tathetsfunktionen blir

/BOL

Ma)

Kolla vilken definition som anvands om du tex. anvander
programmer for simulering av eller berakning for Gammafordelade
variabler!

Om X ~ Gamma(a, 8) s har vi

» E[X]=ap
> Var [X] = af?

x*Lexp(—x/3)

f(x) =
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Chi-kvadrat fordelningen

» En variabel X har en Chi-kvadrat fordelning med + frihetsgrader, vi
skriver X ~ x2(7), om X har en Gammafordelning med parametrar
~/2 och 2:

\3(7) = Gamma(/2,2)

» Vi far darmed, om X ~ x2(7),

» E[X]=17.
» Var[X] = 27.

» En viktig egenskap: Om Zy, 25, ..., Zx ar oberoende variabler med

standard normalfordelning, sa ar

ZP+Z3+ -+ ZF ~ (k)

» Givet v och vissa F med 0 < F < 1 s3 finnns det i Milton Appendix
A Table IV en tabell med varden t s3 att

PriXx <t]=F

om X ~ (7).
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Exponentialfordelningen

» En stokastisk variabel X med positiva reella tal som mojliga varden
har en exponentialférdelning med parameter 3, X ~ Exponential(/3),
om tathetsfunktionen ar

f(x) = %e"‘/ﬁ

» MARK: Ménga anvander i stillet A = 1/ som parameter!
> Vi far direkt att om X ~ Exponential(3), sa blir
> E[X] =5
> Var[X] = 52
> Fx(x) =1— e /7 for fordelningsfunktionen Fx.
» Vi kan ocksd anvanda att exponentialférdelningen ar ett specialfall
av Gammafordelningen:

Exponential(3) = Gamma(1, )

Petter Mostad MVE051/MSG810 2016 Foreldsning 6



Exponentialfordelningen

» "Har inget minne”: Om X ~ Exponential(53), sa ar
PriX >s+t]=Pr[X >s]Pr[X > t]
och med andra ord
PriX >s+t|X>s]=Pr[X >t]

» Exponentialfordelningen ar darmed nyttig for att modellera tiden
mellan handelser om ar oberoende av varann.

> Antag att man har handelser i anknytning till tidpunkter
T1, Ty, T3, ... och att handelsernas tidpunkter ar oberoende av
varann och har konstant intensitet. Antag medelvardet for antalet
handelser inom en tidsenhet ar A\. Da ar medelvardet for tidslangden
mellan handelserna (matt i denna tidsenheten) 1/, och
> Antalet handelser inom tidsenheten ar Poissonférdelad med
parameter \.
» Tidsintervallet mellan handelser ar Exponentialfordelad med
parameter 1/\.
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Poissonprocess

» Exempel pd en stokastisk process.

» En Poissonprocess bestar av {/N,;} for alla reella t > 0 s3 att

>

vy vy VY VY

For varje t sa ar N; en diskret stokastisk variabel med
N: € {0,1,2,...}.

No=0

Niis > N; for alla positiva t, s.

N: — Ns ar oberoende av N, — Nyomu<v<s<t
Niis — Ny med s > 0 ar oberoende av t.

Pr[Ns > 1] /s — 0 ndr s — 0.

» Poissonprocessen uppfyller

> N; ~ Poisson(At) dar X\ ar intensiteten till processen.
> Niys — N; ~ Poisson(\s).
> Om Ty, T, T3,... arde t dar N, andrar varde, sa ar for alla i

Tiy1 — T; ~ Exponential(1/))
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