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Overblick

v

Deskriptiv statistik

> Grafiska sammanfattningar.
> Numeriska sammanfattningar.

v

Estimering (skattning)
> Teori
> Nagra exempel

» En 6vning med Hypergeometrisk fordelning (om vi har tid): Nr 57
fran kapitel 3. Vi anvander aven negativ Binomialfordelning i dag.

v

Kort kursevaluering vid halvtid.
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Deskriptiv statistik

» Att sammanstalla och illustrera data kallas deskriptiv statistik.

> Syftet med att samla i hop data ar generellt att hitta ndgo sorts
"underliggande modell” for data: Vi skall snart precisera detta.

» Vad man samlar in och val av sammanfattning och illustration av
data kan aldrig goras helt objektivt. Processen reflekterar ideer man
redan har om vad som ar mojliga "underliggande modeller”. Det
basta man kan gora ar att oppet dokumentera sina val.

» Nar man samlat i hop data bér man alltid, som forsta uppgift, gora

» grafiska plots av data

> numeriska sammanfattningar av data
Syftet ar att forsoka leta efter och jamféra mojliga " underliggande
modeller”.

Petter Mostad MVE051/MSG810 2016 Férelasning 7



Numeriska sammanfattningar av data

» Medelvarde .

» Median: Om xq, x2, ..., X, ar data sorterat i storleksordning sa ar
medianen X(,41)/2 om n dr udda och medelvardet av x5 och
X(n1)/2 OM n ar jamn.

» Stickprovs-variansen:

1 n
2 _ Y
s = ] ;Zl(x, X)

Stickprovs-standardavvikelsen ar kvadratroten av detta.

» Min och max.
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Grafiska sammanfattningar av data

| laroboken beskrivs "stem and leaf’ och "ogives”. Vard att lasa
genom, men lite gammaldags i dag.

v

» Anvand de plotningsfunktioner som finns tillganglig i det
dataprogram du anvander. Till exempel spridningsdiagram
(scatterplots).

» Ett mojligt berdkningsverktyg: R (www.r-project.org).

» Exempel: Histogrammer. Mark att vissa val tas (av dig eller av
programmet).

» Kom i hag: Syftet ar alltid att hitta mojliga underliggande modeller,
eller jamfora olika mojliga modeller.
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» Exempel pd bra satt att visualisera en-variata data.

» Visualiserer medianen, och kvartilerna (virdena sd att 25% av data
ar mindre an forsta kvartil och 75% av data dr mindre an 3dje
kvartil).

> Visualiserar dven outliers: (avvikande varden).

» Detaljerna for hur Boxplots konstrueras varierar mellan olika
program; ni behover inte kunna detaljerna som finns i Milton.
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Stokastiska variabler som modeller for data

Vi kan sdga att vi anvander en stokastisk variabel X som en modell for
en del av varkligheten om

> Vi beskriver en population av objekt, eller eventuelt mojliga
observationer, dar vara data representerar en delmangd av
populationen.

» Variabeln X representerar vardena i populationen.

» De observerade data xi, ..., x, ar ett stickprov (random sample)
frén populationen, med andra ord:
> Varje enskild observation x; modelleras med variabeln X;.
> Alla X; ar oberoende och har samma férdelning som X.
» MARK: Att det ar rimligt att anta att data ar ett stickprov behover
man alltid kolla:
> Ar varje observation slumpmassigt vald med uniform sannolikhet fran
populationen?
> Ar varje observation slumpmassigt vald oberoende av andra
observationer?

» MARK: Syftet med modelleringen (och med all vetenskap) ar
egentligen att kunna gora prediktioner av nya observationer.
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Att hitta stokastisk modell for dina data

> Steg ett: Att hitta typ av modell. | vart fall, att valja mellan
normalfordelad, Poissonfordelad, Binomialfordelad, Gammafordelad,
etc.:
> Anvand kunskap om processen som genererat data. Ar data
kontinuerlig eller diskret? En sekvens av "forsok”? Etc.
> Man kan ocksd anvanda observerade data for att valja mellan
liknande modeller: Detta ligger utanfor var kurs.

» Steg tva: Hitta parametrarna i modellen. (E.g., u och o2 i en
normalférdeling, A i en Poissonférdelning, etc.):

» Man berdknar ett estimat (en skattning) for varje parameter genom
att anvanda data i ndgon formel tagit fram for denna parametern i
denna modellen.

» Man kan i stallet anvanda sannolikhetsteori for att beskriva hur man
lar sig om parametrarna fran data. Detta ligger dock utanfor var
kurs.
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Estimater och estimato

Vi antar nu vi har en modell med en okand parameter 6, och data
X1, ...,X, Som ar ett stickprov fran modellen.
» Vi skiljer mellan

> En estimator. En funktion, eller formel, som fran ett stickprov
Xi,..., X, kan beredkna ett tal som ar tankt att kunna fungera som
varde pd parametern.

> Ett estimat: Det vardet man far nir man anvander estimatorn pa
vara data xi, ..., Xs.

> Vi skriver ofta 0 for estimatet for parametern 6, men forvirrande nog
sd anvands 6 ofta ocksa for att beteckna estimatorn som anvands for
att berdkna estimatet. (Om parametern kallas p sa skriver vi i etc.)

» En funktion av ett stickprov kallas en statistika. En estimator ar
alltsd en statistika.

» En statistika ar en stokastisk variabel, s3 vi kan prata om dens
fordelning, vantevarde, varians, etc.
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Att konstruera en estimator

> Att anvanda estimatorer ar ett ad-hoc tillvigagdngssatt; det finns
inget matematiskt entydigt svar pa hur de skall konstrueras.

» Dock tycker manga att en bra estimator bor ha foljande egenskaper:
> Vantevardesratt: Om vi ser estimatorn som en statistika och
beraknar dens vantevarde, sa skall detta vara lika med parametern
man estimerar.
» Minimum varians: Om vi ser estimatorn som en statistika och
beraknar dens varians, sa skall denna vara sa liten som mojligt.
> (Utanfor kursen) Vanligaste sittet att konstruera en estimator:
Maximum Likelihood (ML).
» Skriv sannolikheten av alla observerade data som en funktion av alla
parametrar. Detta ar likelihood funktionen.
» Hitta de parametrar som maximerar likelihood funktionen.
> Formlerna for parametrarna som maximerar likelihood, berdknat fran
observerade data, anvands sen som estimatorer for parametrarna.
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Exempel: Estimator for vantevardet

» Antag att data 3r ett stickprov fran fordelningen Normal(u, o),
alltsd att de representeras med oberoende stokastiska variablar

X1, X2, ..., Xn ~ Normal(y, o)

Vi vill hitta en estimator for .

» En naturlig estimator &r i = 1 37 | X; = X. (Det &r en
ML-estimator).

» Estimatorn ar vantevardesratt, i.e., E m = p. (Enkelt bevis).

» Beviset fungjrar lika bra oberoende av fordelningen till X;. Sa
estimatorn X ar alltid en vantevardesratt estimator for vantevardet i
en fordelning.

» Exempel: Antag observationerna xi, xo, ..., x, ar ett stickprov fran
en Poisson(\) fordelning, dar ju vantevardet ar lika med parametern
A. D3 ar X en vantevardesratt estimator for .
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Varians av en estimator

» Estimatorn X har varians az/n, dir o2 ar variansen till fordelningen
for Xl, . ,X,,.

> Beviset ar bra att ha koll pi. (MARK: Det anvinder att om X och
Y ar obereoende stokastiska variabler, sa har vi
Var [X + Y] = Var[X] + Var[Y]).

» Exempel: Bernoulli-férdelningen (Binomialférdelningen med bara ett
forsok):

» Fordelningen har en parameter p och X har mojliga varden 0 och 1.

> Vantevdrdet i fordelningen 3r p och variansen ar p(1 — p).
» Darmed blir p = X en vantevardesratt estimator for p. Estimatorn

har varians p(1 — p)/n.
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Estimator for varians

» Om Xi, Xo,..., X, ar ett stickprov fran en fordelning med
vantevirde u och varians 02, s3 ar

1 < -
A2: X,'—X2
02 =—=> [ )

i=1

en vintevirdesritt estimator for o2.

> Beviset ar bra att ha koll pa:

1 < —
Elan(X;—X)

i=1

=

Y

N
[

E[nllZ((X;—u)—(X—u))ﬂ =-.=0

i=1

» Detta ar orsaken till att vi delar pd n — 1 i stallet for n nar vi
beraknar stickprovsvariansen.
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En estimators fordelning

>

For att ytterligare lara oss om hur "bra" en estimator ar, s3 kan vi
studera dens fordelning, inte bara dens vantevarde och varians.
Exempel: Om Xi,..., X, ~ Normal(u, o), s& vet vi att estimatorn X
har vintevirde u och varians 02 /n: Ocks3:

» Man kan visa: Om Xj,..., X, ar oberoende normalfordelade, sd ar

aven X1 + Xo + - -+ + X, normalfordelad.

> Vi vet att om Y 3r normalférdelad s& dr dven Y /n normalférdelad.
Fran detta fir vi att X ~ Normal(y, o /+/n).
Om Xi, ..., X, har en Bernoulli-fordelning med parameter p, sa far
vi direkt fran definitionerna att Xy + Xo +---+ X, har en
Binomialférdelning med Parametrar n och p. Darmed kan vi ocksa
fa en explicit beskrivning av fordelningen till
X=(X+Xo+ -+ X,)/n.
Man kan visa att om Xi, ..., X, ~ Normal(u, o) sa har vi for
variansestimatorn &2

(n—=1)8%/0% ~ x*(n— 1)

Allts3: 62 har en fordelning som motsvarar o> multiplicerad med en
chi-kvadrat fordelning med n — 1 frihetsgrader.
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Vi studerar estimatorer, inte estimat

» Antag vi undersoker en typ forsok som varje gang resulterar i success
(1) eller misslyckande (0), och sannolikheten for success &r en okand
parameter p. Antag vi gor ett antal forsok, och far resultaten

0,1,0,0,1,0,0,1

Vi gor sen estimatet 3/8 = 0.375 for p.

» Hur bra ar estimatet? Det kan vi inte saga ndgot om med
metoderna vi anvander nu: Vi studerar estimatorer, inte estimat.

» Hur bra ar estimatorn? For att svara maste vi forst specificera exakt
vilken estimator vi anvant:

» ALTERNATIV 1: Estimatorn bestar i att gora 8 forsok, ldta x vara
antalet successer, och berékna p = x/8.

» ALTERNATIV 2: Estimatorn bestor i att gora forsok tills man fatt
fram 3 lyckade forsok, och lata x vara antalet forsok man behovde
gora. Sen berdknar man p = 3/x.

» De tva estimatorerna har olika egenskaper! Det ar kanske inte
naturligt att anvanda ndgra av dessa for att ansla hur nara 0.375 ar
p givet vara data.
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Exempel, fortsattning

> L&t oss till exempel anta att det varkliga vardet for p ar 0.6. Vi kan
da studera vilka fordelningar vara tva alternativa estimatorer har.
» ALTERNATIV 1: Vi har X ~ Binomial(8,0.6). De méjliga vardena
for p = X /8 och deras sannolikheter finns i tabellen under:
0/8 1/8 2/8 3/8 4/8 5/8 6/8 7/8 8/8
0.001 | 0.008 | 0.041 | 0.124 | 0.232 | 0.279 | 0.209 | 0.090 | 0.017
» Estimatorn har vantevarde 0.6; den ar vantevardesratt.

» ALTERNATIV 2: Vi far X ~ Neg-Binomial(3,0.6). De mgjliga

vardena for p = 3/X och deras sannolikheter finns i tabellen under:
3/3 3/4 3/5 3/6 3/7 3/8 3/9 | 3/10 | 3/11
0.216 | 0.259 | 0.207 | 0.138 | 0.083 | 0.046 | 0.025 | 0.013 | 0.006
3/12 | 3/13 | 3/14 | 3/15 | 3/16,3/17,...
0.003 | 0.001 | 0.001 | 0.000 | totalt 0.000
» Estimatorn har vantevarde 0.672. Den ar INTE vantevardesratt.
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