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Konfidensintervall

» Ett 100(1 — )% konfidensintervall fr en parameter 6 ar en formel
som fran ett stickprov Xi, ..., X, beraknar stokastiska variabler L;
och L, sd att, for alla 0,

Pr[0 S [Ll,Lz]] =1—«

» Korrekt tolkning av konfidensintervall: Om man N géngar genererar
nya data fran fordelningen och fran dessa beraknar nya
konfidensintervall for parametern 6 enligt formeln, sa vill
100(1 — «)% av dessa innehélla 6, nar N — .

» FELAKTIG tolkning av konfidensintervall: Om man berdknar ett
konfidensintervall fran givna data s ar det 100(1 — a)% sannolikt
att 6 ar i intervallet.

» Dock: Med vissa extra antaganden kan den felaktiga tolkningen bli
korrekt, och da ger konfidensintervallet nyttig information om 6 i din
modell. De extra antaganden ar oftast rimliga. Darmed har
konfidensintervallet blivit populart.
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Exempel 1: Konfidensintervall for p i

Normal(u, o)-fordelningen

» Om Xi,..., X, ~ Normal(u, o) ar ett stickprov, om z,/, ar sd att
[—2a/2) Za /2] innehdller 100(1 — )% av sannolikheten i standard
normalfordelning, och om vi definerar

L, = X-— a/ZU/\/E
Ly = X+z4p0/Vn

sa ar [Ly, Lp] ett 100(1 — )% konfidensintervall for p.
» Bevis: Baseras p4 att vi har visat att X ~ Normal(u, o /v/n).

» Mark hur vi hittar z, /, i tabellen for standard normalfordelning.
Traditionellt anvands a = 0.05, som ger z g5/2 = 1.96.

» Mark: Formlerna for Ly och Ly innehaller o, sd detta intervall kan
bara anvindas om férdelningens varians o2 ar kand (det racker inte
med stickprovsvariansen berdknat fran data!)
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Fordelningen for variansestimatorn S? =

» Vi sdg att konfidensintervallet for p konstruerades ut i frén att vi
kande fordelningen till en estimator for p. P& samma satt skall vi
konstruera ett konfidensintervall for o2 ut i fran fordelningen till

estimatorn 62.
» Om Xy, ..., X, ~ Normal(u, o) ar ett stickprov och vi definerar
estimatorn
1 n
52 — 6,2 _ X — Y2
n—1 (X )

sa har estimatorn en fordelning sa att
(n—1)8%/0® ~ x*(n - 1),

alltsd (n — 1)S2/0? har en x? fordelning med n — 1 frihetsgrader.
> Bevis: Ett bevis kan sattas i hop genom att
» Forst visa att S? och X ir oberoende stokastiska variabler (kan visas
med momentgenererande funktioner).
> Sen anvandar mann detta for att berdkna den moment-genererande
funktionen till (n — 1)S?/0? och visa att dens form motsvarar
X*(n — 1) fordelningen.
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Exempel 2: Konfidensintervall for o

» Om Xy, ..., X, ~ Normal(u, o) ar ett stickprov, om X%—a/2 och
Xi/z ir s3 att [Xi—a/2’xi/2] innehaller 100(1 — )% av
sannolikheten i en x?(n — 1) fordelning, och om vi definerar

L = (”—1)52/X3/2
L = (n=1)S*/xi_ap

s& ar Ly, Lo] ett 100(1 — )% konfidensintervall for o2.
» Bevis: Baseras p3 att vi har visat att (n — 1)5%/0? ~ x?(n — 1).
» Mark hur vi hittar Xia/2 och Xi/z i tabellen for x2(k)-fordelningar!

» Mark: Formlerna for Ly och Ly innehéller inte 1 sd detta intervallet
kan anvandas aven nar p ar okand!
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T fordelningen

| 2

En variabel X har en (Student) T fordelning med ~ frihetsgrader, vi
skriver X ~ T(v), om tathetsfunktionen ar

f( ) r(,y + 1)/2 (1 N X2>_("/+1)/2
X) = —F———

F(v/2)ym
Nar v — oo sd gar T fordelningen mot en standard
normalfordelning. Nar T ar mindre, s3 blir fordelningen mera spetsig
i mitten, och far "tyngre svanser” an standard normalfordelning.
Vi har E[X] =0 coh Var[X] =v/(y —2) om v > 2 (om y < 2 s
har T-fordelningen ingen dndlig varians).

v

En viktig egenskap: Om Z ~ Normal(0,1) och X ~ x?(v) ar

oberoende, sa har vi
V4

VX[

Tabeller for varden av férdelningsfunktionen till T () for olika v
finns i Milton.

~ T(7).
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Fordelningen for (X — u)/(S/+/n)

» Vart tidigarer konfidensintervall for p berodde pd o. Vi vill nu
konstruera ett konfidensintervall som beror pd 52 i stillet. Vi gor
detta genom att studera en funktion av X och S2.

» Om Xy, ..., X, ~ Normal(u, o) ar ett stickprov s& har vi

(X = w)/(S/v/n) ~ T(n—1)

Statistikan har alltséd en T fordelning med n — 1 frihetsgrader.
» Ett bevis kan baseras pa att
> X ~ Normal(u, a/+/n) .
(n—1)S%/0® ~ x*(n —1)
X och S§? 3r oberoende.
Egenskapen till T fordelningen pa forra sidan.

vvyYy
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Exempel 3: Konfidensintervall for ;# som inte beror pa o

Om Xi,..., X, ~ Normal(u, o) ar ett stickprov, om t,, ar sa att
[~ta/2, tay2] innehdller 100(1 — )% av sannolikheten i en T
fordelning med n — 1 frihetsgrader, och om vi definerar

L, = X-— 04/25/\/3
L, = Y"_ toz/2s/\/ﬁ

sa ar [Ly, Lp] ett 100(1 — )% konfidensintervall for p.
Bevis: Baseras pa att vi har visat att (X — u)/(S/v/n) ~ T(n—1).
Mark hur vi hittar t,/, i tabellen for T-fordelningen.

Mark: Formlerna for Ly och Ly innehdller INTE o, sa detta intervall
KAN anvindas om férdelningens varians o2 ar okind.
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Centralgransteoremet (Central Limit Theorem, CLT)

» Antag Xi,..., X, ar ett stickprov fran en fordelning med vantevarde
u och varians ¢2. D3 giller som grians nir n — oo, att

X ~ Normal(p, a/+/n)

» For andliga n kan detta anvandas som en approximation. Hur stor n
behover vara for att approximationen skall vara OK beror pa vilken
noggrannhet man behover, och egenskaperna for fordelningen X
kommer ifran.

» Vissa fordelningar har ingen varians; da galler heller inte CLT!
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Exempel 4: Approximativt konfidensintervall for u baserad

pa CLT

» Om Xi,..., X, ar ett stickprov fran en fordelning med vantevarde p
och varians 2, om Zy 2 @r 3 att [—2z4/2,Za 2] innehdller
100(1 — «)% av sannolikheten i standard normalfordelning, och om
vi definerar

Li = X—2425/Vn
Ly Y+Za/25/\/ﬁ

sd ar [Ly, L] ett approximativt 100(1 — )% konfidensintervall for 4
om n ar stor.

» Bevis: Baseras pa att for stora n har vi approximativt

X ~ Normal(, 0 /+/n) och fér stora n har vi approximativt S = o.

» Mirk: For att detta skall gilla maste variansen o2 existera. Man

kan alltid berdkna S; det betyder inte att o existerar!
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ordelningen som approximation

» Det ir medelvirdet X som blir normalférdelad nar antalet variabler
man tar medelvardet over okar. Ett stickprov blir INTE mera
normalfordelad bara darfor att stickprovet blir storre!

» Dock ar det sa att, for vissa fordelningar och vissa parametervarden,
sa kan sjalva fordelningen skrivas som en summa (eller medelvarde)
av ett antal oberoende variabler. | dessa fall kan sjalva fordelningen
approximeras som normal.

» Exempler pa detta ar:

» Binomialférdelningen nar n ar stor och p inte fér nara 0 eller 1.
> Poissonférdelningen nar intensiteten A ar stor.

» Gamma-fordelningen nar « ar stor.

» Dirmed ocks3 x? férdelningen med manga frihetsgrader.
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