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Sannolikhetsteori

Grundlaggande definitioner

@ Experiment: Dra ett spelkort

@ Utfallsrum: S= {2,3,4,5,6,7,8,9,10,Kn,D,K,A}

@ Handelser: Delméngder av S. Ex: B = {Kn,D,K,A}
@ Sannolikhetsfunktion: P(A)

@ Modell: Soch P
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Sannolikhetsteori
Rékneregler

o P =1

@ P(A) >0, VA

@ Ay, ..., A, parvis disjunkta
= P(AtU---UAp) = P(A) + -+ + P(An)

Rékneregler

@ P(A) =1-P(A)
@ P(0)=0
@ P(AUB) =P(A) + P(B) — P(ANB)
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Sannolikhetsteori
Betingade sannolikheter

Betingad sannolikhet

P(BIA) = 253, om P(A) #0

Oberoende

A, B ober. omm P(An B) = P(A) P(B), dvs om P(B|A) = P(B)
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Sannolikhetsteori
Bayes sats

Totala sannolikhetslagen

Om Aq,. .., A, &r en partition av Ssa ar

n n

P(B) =) P(BNA) =) P(A)PBIA)

i=1 i=1

(A|B) PELE™ om P(B) # 0

Ex: Slumpmassigt utvald bil

= {bilen tillv. pa fabrik i}
B = {bilen har ett fel}
Ta A= A; i Bayes sats

>
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Sannolikhetsteori
Diskreta stokastiska variabler

Definition
@ X ar en s.v. om X bestams av utfallet
@ X diskret om X antar upprakneligt antal varden

Frekvens- och fordelningsfunktion
@ fx(x) = P(X =X)
@ Fx(x) =P(X <X

Krav och samband

® fx(x) > 0 © Fx() = Yo fx()

o> fx(x)=1 @ fx(X) = Fx(x) — Fx(x — 1),
om X ar heltalsvard

<
—
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Sannolikhetsteori
Matt pa s.v.

E[X] = 22X fx(X) = 24 xP
° E[( )] = 2 xh(x)fx X)—Zx ()P(X=X)

Spridningsmatt

@ VarX=E [(X E[X]) ] E [XZ] (E[X])
@ ox = vVarX
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Sannolikhetsteori
Rékneregler

for vantevarden
@ E[a =a

@ E[aX] = aE[X]
@ E[X+ Y] =E[X] + E[Y]
o E[XY] = E[X] E[Y], om X, Y &ar oberoende

for varianser

@ Varla =0
@ Var[aX] = & Var[X]
@ Var[X + Y] = Var[X] + Var[Y], om X, Y &r oberoende
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Sannolikhetsteori
Standardftrdelningar

Bernoulli(p)-forsok
Ett forsok som lyckas med sannoliket p.

Geometrisk fordelning

X: Antal (ober.) forsok tills lyckat
X ~ Geom(p)

Binomial-férdelning

Y: Antal lyckade av n oberoende forsok.
Y ~ Bin(n, p)
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Sannolikhetsteori
Kontinuerliga s.v.

(Definiton

Y kont. s.v. med tathetsfunktion fy(y) om

® Pla<Y<b)= [Yf(y)dy
o fy(y) > 0,vy

o [ fy(y)=1

° Fy(y)=P(Y<y)= [ fy(y)t
@ fy(y) = F{(y) , om Fy &r deriverbar i y

ﬂﬂzﬁ&%www

-
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Sannolikhetsteori
Normalférdelningen

Y ~ Norm(u, o), om:

1 _y-w?
fY(y): \/ﬁe 202, —o00o<Yy<

Som approximation

Bln(n p) ~ Norm(np, v/np(1 — p)) om n- min(p,1 — p) >

Transformationer

@ X normalférdelad = aX + b normalférdelad

@ X, Y normalférdelade = X + Y normalférdelade

A\
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Sannolikhetsteori

Centrala grAnsvardessatsen

D av centrala gré | Demonstration av centrala grénsvardessatsen
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Om Xg, ..., Xn &r ober. och likaférdelade s& &r X = 1 >~ X
approximativt normalférdelad.

n > 30 ger oftast bra noggrannhet.
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Sannolikhetsteori
Flerdimensionella s.v.

Definition

X, Y s.v. pd samma utfallsrum (S) har 2-dim. frekvensfunktion
fxy(x,y) =P(X=xY =y)

o

Marginalférdelningar

fx(X) = 22y xv(x,Y)

'

Oberoende
X, Y oberoende om fxy(X,y) = fx(X)fy(y), VX, y

Vantevarde och korrelation

° E[h(x7 Y)] = Zx Zy h(x, y)fxy (X, Y)
o CouX,Y) = E[(X (Y — pv)] = EIXY] — EXIEIY]

_ Cov(X)Y)
~ oxoy

9 pxy
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Sannolikhetsteori
Markovkedjor

Definition

Xo, X1, X2, ... @r en Markovkedja med
dvergangsmatris P om

PXnt1=jXn =1, X1 =an-1,... Xo = &) =

Sannolikhetsvektorer
Om X antar varden 1, ..., k kan férdelningen skrivas som
U= [uply...u, daruy = PX =]
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Sannolikhetsteori
Markovkedjor Il

S.V. \ sannolikhetsvektor

Xo | U
X]_ uP
X | uPX
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Sannolikhetsteori
Poissonprocesser

Uppkomst

Punkter utspridda slumpmassigt i tiden/rummet s.a.
@ Antal punkter i tva ej 6verlappande intervall &r oberoende.
@ Om X ar antal punkter i ett intervall av langd L s& ar
E[X] = AL
@ P[2 handelser pa kort tid] = liten
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Sannolikhetsteori
Poissonfordelning Il

Poissonprocess med intensitet

X~ Expd ) ~ W-~Gamma(2\ )_
P b .
51 Y ~Poi(A (ty-t7) ) t2

Poissonfordelning

Y: antal punkter i intervall av langd L
Y ~ Poi(AL)

Exponentialfordelning

X: tid(avstand) till nasta punkt
X ~ EXp()\)
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Statistik

X1, ..., X, ar slumpmassigt stickprov av X om
@ Xi,...,Xn ar oberoende
@ Xi,...,Xn har samma férdelning som X

En bra skattare 6 for en parameter ¢ bor vara:
@ Vantevardesriktig: E[f] = 0
@ Lagvariant: Vard liten

A\

Allmanna v.v.r. skattningar

@ E[X] skattas med X = 1 3" X;
@ VarX skattas med & = -1 57 (X — X)?

MVEO055 Kurssammanfattning



Statistik
Konfidensintervall

Ett stokastiskt intervall (L,U) &r ett konfidensintervall fér 6 med
konfidensgrad 1 — o« om V#:

PL<#<U)=1-qa

Standardkonfidensintervall

X~ Norm(u,o) | u Xiza/zi

n
X ~Norm(u,o) | p | X=£ ta/2 75
-1 (-1

X~ Norm(p, o) | o? | |52 0222
(1,0) |:Xi/2 Xi—a/2:|

X ~ Bin(n, p) p |px zam/p(l—n_p) Approx. via CGS
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Statistik

Skillnad mellan undersékningar?

Konf.int. for skillnader

X ~ Norm(ux, ox) o I —

Y ~ Norm(puy, oy) EX I | KoV ey a by

X ~ Norm(yx, o) X =¥ty [$ (& + ).

Y ~ Norm(uy, o) KX = Hy g — ngroyong

X ~ Bin(ny, px) ) \/m
. ’ — Px — Py £2 )21/ 5 + T

Y ~ Bln(nY, pY) Px Py (Approx. via CéZS)
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Diskret matematik
Genererande funktioner

En serie ag, a1, ay, ... har gen. fun.

A(X) = ag + arx + apx? . ..

Inversionsformel

A(n;!(O)
1,c,c2,. ‘ —
0@ Q... (L+x)"
00, (69, (4, | e

-
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Diskret matematik
Momentgenererande funktioner

[ Definiton

0 1 2
mx(t) = E[eX] = 5 + B+ e

om vantevardet existerar i intervall kring 0.

Inversion

EX" = m”(0)
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