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Absorberande markovkedjor

Definition 1. En sekvens av stokastiska variabler Xo, X1,... som antar virden i en dndlig
mdngd T dr en (tidshomogen) markovkedja med dvergangsmatris P;;, (i, € T) om

1. P(Xn+1 = .7|Xn = Z',anl = an,l,Xn,z =0ap—2,--- ,XO = ao)
2. P(Xp41=j|Xn=1) =Py
Villkor 1 kallas for markovegenskapen, eller glomskegenskapen, och kan tolkas som att

nista tillstand X, enbart beror pa nuvarande tillstand X,, och inte av historien X,,_1, X;,_o, . ..

Villkor 2 innebir att sannolikheten for att niista tillstand #r j givet att nuvarande tillstand
ir ¢ ges av P;; (och #r oberoende av tiden n, dirav tidshomogen).

Ett absorberande tillstand #r ett tillstind som vi aldrig kan lamna nir vi vil hamnat i
det:

Definition 2. Ftt tillstand a dr absorberande om P,, = 1.

Definition 3. En markovkedja dr absorberande om det fran wvarje tillstand dr mdojligt att
(med sannolikhet > 0) na ett absorberande tillstand pa dndlig tid.
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Figur 1: Ett exempel pa en markovkedja med tillstandsrum T' = {1,2,3,4,5,6, 7}. Tillstand
6 ar ett s.k. absorberande tillstand.

For en absorberande markovkedja kan man enkelt visa att kedjan till slut kommer att
fastna i ett absorberande tillstand. Om det finns flera absorberande tillstand kan man da stilla
sig fragan vilket tillstand den kommer att fastna i, eller mer specifikt med vilken sannolikhet
den kommer att fastna i ett givet tillstand.

Sats 1 (Absorbtionssannolikheter). Ldt a vara ett absorberande tillstand och lat
g; = P(kedjan absorberas i tillstand a da man startar i tillstand i)
Da dir
1 omi=a
g=1 0 om i dr absorberande, men i # a
> Pirar  annars
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Bevis. Att ¢, =1 och att ¢; = 0, om ¢ dr absorberande, men i # a, dr uppenbart. Om ¢ ej &r

absorberande far vi:
P(A, Xy =1)

P(Xo =1)
Genom att observera att hindelserna {X1 = k},k € T, &r en partition av utfallsrummet (X;
maste ju anta precis ett virde) far man:

g = P(A[Xo =1i) =

_ ZkP(A,XO Z’i,Xl Zk) _ Z P(A|X0 :’I:,Xl :k)P(X() :i,Xl = k)

t P(Xo = i) P(Xo =)

k

Men markovegenskapen innebir att P(A4|Xo = i,X1 = k) = P(A|X1 = k), ty A beror bara
pa det senast kiinda tillstandet X7, sa

gi=Y PAIX; =k)P(X) = k|Xo=4) = Y qxPu
k k

O

Obs: Formeln &r egentligen vildigt enkel att férstd; om starttillstandet ¢ inte dr ett ab-
sorberande tillstand s& maste vi ga till ett nirliggande tillstand. Vi gar till tillstand & med
sannolikheten Pj; och vil dir dr sannolikheten ¢, att vi till slut fastnar i tillstand a. ¢; borde
darfor vara ett viktat medelvirde av gy.

En annan intressant fraga dr hur lang tid det tar innan vi fastnar i ett absorberande
tillstand. Det ger foljande sats en uppfattning om:

Sats 2 (Tid till absorbtion). Ldt
m; = E[antal steg tills kedjan ndr ett absorberande tillstand dd man startar i tillstand i),

Da ir
— 0 om i dr absorberande
¢ 14>, Piwmy  annars

Bevisidé. Ett ordentligt bevis blir krangligt med dom beteckningar vi har, men man kan
resonera ungefir sa hir:

Om starttillstandet 4 inte dr absorberande sa maste vi ta minst 1 steg till (ddrav ettan). Da
hamnar vi i ett nytt tillstand k& med sannolikheten Py och fran tillstand & dr ju forviintat antal
steg till absorbtion my. Forvintat antal steg fran ¢ bor dirfor bli 1 + ett viktat medelvirde
av myg. O
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