Matematisk statistik och diskret matematik D2, MVE055 LP I 2009

Skiplistor

Det hér projektet handlar om skiplistor, en datastruktur for uppslagsverk som gor det mojligt
att snabbt kunna hitta en nyckel (t.ex. ett telefonnummer) och diirmed dess viirde (t.ex. tele-
fonabbonentens namn). Den fyller ungefir samma funktion som t.ex. klassen TreeMap i Java
(som dock bygger pa en helt annan datastruktur).

En ordentlig beskrivning av hur skiplistor fungerar hittar ni i avsnitt 8.6 i Data Structures
and Algorithms in Java av Goodrich and Tamassia, som #r kurslitteratur pa Datastrukturer.
Chalmersbiblioteket har boken i elektronisk form. (Vilj Books24x7 BusinessPro bland chalmers-
bibliotekets E-boksamlingar eller ga in i Chans). Nedan foljer en kortfattad beskrivning av hur
listan ser ut, mest for att introducera terminologin som anvinds hér.
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Figur 1: Exempel pa skiplista med nycklarna 2,5,10,13,18,21,24,25

Antag att vi har n stycken tal (nycklar) vi vill lagra i en skiplista. Ordna talen och skapa
en lista med n noder, dér varje nod innehaller ett av talen. Detta &r niva 0 i skiplistan. Singla
en slant fér varje nod: blir det krona sa skapas en ny nod pa niva 1 som innehaller samma
tal, dvs med sannolikhet 1/2 kopieras en nod upp till niva 1, oberoende av vad som sker med
ovriga noder. Fortséitt sedan pa samma sétt: varje nod pa niva i far f6lja med till niva i + 1 med
sannolikhet 1/2. Varje niva ska dessutom borja med —oo och sluta med +oco. Figur 1 visar ett
av manga mojliga utfall da talen 2,5,10,13,18, 21,24, 25 har stoppats in i en skiplista.

1. Antal noder per niva (vecka 1)

(a) Vad &r sannolikheten att exempelvis det forsta talet nar upp till niva ¢ (eller hogre)?

(b) Om man vet att k stycken tal nar niva ¢, pa hur manga sitt kan man da vélja ut

dessa tal?
(c) Vad &r sannolikheten att det finns exakt k stycken noder pa niva i, ddr k = 0,1,...,n
och i=0,1,..., om man inte riknar med #ndnoderna —oc och +o0o?

2. Virsta fallet (vecka 1)

Det viirsta som kan intréffa i en skiplista, med avseende pa tidsatgang vid sokning, dr att
alla tal nar upp till samma niva.

(a) Vad dr sannolikheten att exempelvis det forsta talet nar upp till niva ¢ men inte
hogre?

(b) Vad #r sannolikheten att alla n talen nar niva ¢ men ej ¢ + 1, dér ¢ =0,1,2,...?

(¢) Vad dr sannolikheten att alla n talen nar upp till samma niva?

Ledtrad: Om alla nar upp till samma niva, betyder det att ingen nar niva 1, eller att
alla nar niva 1 men ej 2, eller att alla nar niva 2 men ej 3, eller att alla nar niva 3
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men €j 4, eller ...
Utnyttja (a) och att ”eller = U”.

3. Minnesutrymme (vecka 2)

(a) Lat X beteckna antalet noder pa niva i. I uppgift 1 har ni rdknat pa sannolikheten
att X = k. Vad kallas den stokastiska variabeln X och vilka parametrar har den?

(b) Vad &r forvintat antal noder pa niva ¢, ¢ = 0,1,..., 4ven hir exklusive dndnoder?
Ledtrad: Utnyttja vintevardet i binomialférdelningen.

(¢) Vad dr forvéntat totalantal noder i skiplistan, exklusive &ndnoder?
4. Skiplistans hojd (vecka 2)

(a) Lat Y beteckna hojden (dvs dversta nivan) pa forsta talets stapel. I uppgift 2a har ni
riknat pa sannolikheten att Y = 4. Vad kallas den stokastiska variabeln X =Y + 1
och vilken &r dess parameter?

(b) Forklara varfor hojden i en skiplista som bestar av n stycken tal, H,, kan beskri-
vas som H, = max{X;,...,X,} — 1, dir X;,...,X,, ir oberoende och geometriskt
fordelade stokastiska variabler med parameter 1/2.

(¢) Bestdm foérdelningsfunktionen for H,.

(d) Bestam frekvensfunktionen for H,,. Utnyttja att f(k) = F(k)—F(k—1) for heltalsvéirda
stokastiska variabler.

(e) Anviind dator for att approximativt berikna E[Hs:], i = 1,2,....,7. Ser du nagot
monster? Utnyttja detta for att motivera att E[H,] ~ logyn. (Lat n = 2% si att
i =logyn.)
Ett explicit uttryck for E[H,] for godtyckligt n finns inte. Se dock gérna Theorem 1
pa http://math.sun.ac.za/~prodinger /postscriptfiles /florenz.ps, dir ett asymptotiskt
uttryck dr givet.

5. Tidsatgang for sékning (frivillig)

Nér vi soker efter en nyckel (och dess viirde) sa borjar vi alltid pa —oo ldngst upp i véinstra
hornet. Déarefter foljer vi pekarna rakt at hoger sa langt det gar utan att ga forbi det tal
vi soker. Nar vi inte kan ga at hoger lingre for att nésta tal dr storre &n det sokta sa gar
vi istéllet ner en niva. De tjocka pilarna i figur 1 visar sdkvigen for talet 24.

(a) Lat Z; vara antalet noder vi bestker vi pa varje niva? Vad ar E[Z;] ?
Ledtrad: Ténk dig att du foljer pilarna baklinges pa niva i. Da kommer vi ga at
vénster pa samma niva dnda tills vi stoter pa ett tal som finns pa niva i och dessutom
pa niva i+1. For varje tal pa niva i (inklusive det vi borjar pa) ér sannolikheten
1 att det finns pa niva i+1 ocksd (detta hinder da det blev krona i motsvarande
slantsingling). Z; &r alltsa antalet oberoende slantsinglingar som behovs innan en

krona dyker upp!

(b) Forsok argumentera med hjilp av 4e och 5a ovan for att det forvéntade antalet noder
som vi besoker dr ~ 2log, n.
Obs: Informationen fran 4e och 5a racker inte for att gora denna argumentationen
helt strikt, eftersom H,, och Z; inte 4r oberoende.
Av detta foljer att tidsatgangen vid sokning asymptotiskt dr O(log, n). Tidsatgangen
for inséttningen och borttagning av tal dr av samma storleksordning, men det gar vi
ej ndrmre in pa hér.

Sista inldmningsdag: Man 14/9.
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