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Penney’s game

Penney’s game gar till pa foljande sétt: tva spelare som vi kallar A och B kommer forst verens
om ett heltal k > 3. Dérefter bestimmer sig A for en sekvens av lingd k bestaende av krona
(T) och klave (H). Denna sekvens visas for B som dérefter far bestimma en sekvens av lingd k.
(Exempelvis k = 4, A:s sekvens = HTTH, B:s sekvens = TTHT.) Dérefter singlas ett rittvist
mynt tills en av de valda sekvenserna dyker upp som en f6ljd; den spelare vars f6ljd forst dyker
upp vinner. Ar detta ett rittvist spel, dvs. har spelarna lika stor chans att vinna? Det #r vad
som ska undersokas i det hér grupparbetet.

1. Spela Penney’s game med varandra nagra ganger. Verkar det vara ett rattvist spel, dvs.
att alla sekvenser har lika stor sannolikhet att vinna?

2. Nu ldmnar vi spelet en stund och studerar en sekvens i taget. Antag att man singlar en
slant 100 ganger. Lat X g beteckna antalet ganger en viss sekvens S dyker upp.

(a) Antag att S har lingden 4. Forklara varfor Xg kan skrivas som Xg = I +Io+- - - Io7,
dér I; = 1 om singlingarna 7,7+ 1,...,7+ 3 =5, och 0 annars.

(b) Beriikna E[Xg] for nagra olika S.
(c¢) Tror ni nu att det dr ett rittvist spel?

3. For en given sekvens av langd k bestaende av H och T kan man konstruera en markovkedja
som illustrerar singlandet tills dess sekvensen dyker upp for forsta gangen. Lat tillstanden
vara:

0 = START,
1 = bokstav 1 i sekvensen,
2 = bokstav 1 och 2 i sekvensen,

k = hela sekvensen.

Vi borjar i tillstand 0, och for varje singling forflyttar vi oss till ett annat tillstand sa att
vi &r i

e tillstand £ om hela sekvensen har dykt upp, annars i

e tillstand j, for j = 0...k — 1, om de j senaste singlingarna motsvarar borjan av
sekvensen, medan de j + 1 senaste singlingarna inte gor det.

Det visar sig (6vertyga dig om det!) att niista tillstand enbart beror pa nuvarande tillstand
samt nésta singling vilket gér att vandringen mellan tillstanden kan beskrivas av en mar-
kovkedja. I figuren nedan visas markovkedjan i fallet HTHH. Varje pil motsvarar utfallet
av en singling, dvs. H eller T, och har sannolikheten 1/2 (férutom den sista pilen som har
sannolikhet 1).
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Kedjan kommer att na det absorberande tillstandet &k precis samtidigt som den valda
sekvensen dyker upp for forsta gangen i singlandet.

Rita motsvarande figur fér sekvenserna HTHT och THTT.
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4. Lat overgangssannolikheterna mellan tillstanden i en markovkedja betecknas med P;; =
P(X,11 = j| X, =1), och lat

m; = Flantal steg tills kedjan nar ett absorberande tillstand da man startar i 4],

Man kan visa att

0 om 7 ar absorberande
m; =
‘ 14>, Pigmy, annars

(a) Lat N4 vara antalet singlingar tills sekvensen A dyker upp. Utnyttja figurerna och
detta resultat for att berdkna E[N4] och E[Ng], dir A=HTHT och B=THTT. Vilj
gérna nagra egna sekvenser ocksa.

(b) Vilken av sekvenserna HTHT och THTT tror ni vinner, dvs. kommer férst, med tanke
pa resultaten ovan?

5. Pa liknande sétt som ovan kan man konstruera en markovkedja for tva sekvenser. Det
finns da tva absorberande tillstand, ett for varje sekvens; det tillstand som kedjan fastnar
i &r den sekvens som dykt upp forst. Gor en sadan kedja for HTHT och THTT.

6. Om en markovkedja har flera absorberande tillstand kan vi rdkna ut sannolikheten att
kedjan absorberas i ett specifikt absorberande tillstand (den kommer alltid absorberas i
nagot absorberande tillstand).

Lat a vara ett absorberande tillstand och lat ¢; = P(kedjan absorberas i tillstand a da
man startar i tillstand 7). Da géller att

1 omi=a
g=4¢ 0 om ¢ dr absorberande, men i # a
> Pikqr  annars
Berdkna sannolikheten att HTHT vinner 6ver THTT med hjilp av denna ekvation. Prova
giarna med egna sekvenser.

Frivilliga uppgifter

7. Studera spelet for andra och gérna lingre sekvenser. Rikna exakt enligt ovan eller simulera.
Forsok hitta en strategi for hur spelare B ska vélja sin sekvens. Tips: tdnk pa A=HHHH
B=THHH. I vilka fall vinner A?

8. Studera de tre sekvenserna A=HTHT, B=THTT och C=HTTH. Skatta sannolikheten att
A vinner 6ver B, att B vinner 6éver C, och att C vinner 6ver A, med hjilp av simulering.
Lat sedan alla tre sekvenserna tévla mot varandra, och skatta sannolikheterna att A, B
och C vinner. Kommentera resultatet.

Sista inlimningsdag 26/9.
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