EXAM: Matematisk statistik och diskret matematik D (MVE055/MSG810)

Tid och plats: Tisdag den 19:nde oktober 2010, kl. 08.30-12.30, V.

Jour: Krzysztof Bartoszek, tel. 0700-771 093.

Hjilpmedel: Chalmersgodkéind riknare och en A4 (dubbelsidig) med egna anteckningar.
Tabeller for nodvéndiga statistiska fordelningar &r givna.

Betyg: 3: 12 poéng, 4: 18 podng, 5: 24 podng. Maximalt antal poéng: 30.

Motivering: Alla svar/16sningar ska vara motiverade.

Sprak: Det finns en svensk och en engelsk version av fragorna. Du kan skriva dina svar pa bada
av dessa tva sprak.

1. (3p)
Lat A och B vara tva oberoende héndelser, med P(A) = 0.6 och P(B) = 0.5.

a) Vad ér definitionen av oberoendet mellan tva héndelser? Vad &r den statistiska
innebdrden av oberoende?

b) Berikna P(AU B) och P(AN BY).

¢) Vad ér definitionen av den betingade ssannolikheten av hiindelsen G givet hiindelsen H,
dvs P(G|H)? Vad dr den betingade sannolikheten om tva hindelser dr oberoende?

2. (3p)
Lat X vara utfallet av ett kast av en sexsidig tdrning, dvs X &r en stokastisk variabel som
antar viirden fran méngden {1,2,3,4,5,6}. Men térningen #r inte réittvis, vi har
P(X =1)=0.5, P(X =2)=0.15, P(X = 3) = 0.05 och sannolikheterna att obsservera 4,
5 och 6 ar lika.

a) Beriikna P(X = 4).
b) Vad dr P(X € {3,6})?

c¢) Lat oss gora tva oberoende kast med denna téirning och sedan summera resultatet. Vad
dr sannolikheten att observera ett jamnt utfall som &r mindre &n eller lika med 57

3. (2p) Lat X vara en stokastisk variabel med téthetsfunktionen fx(z) = Cx™® for X >0
och fx(z) =0 for X <0, ddr o > 1 och C &r en normaliserande konstant.

a) Vad ér definitionen f6r en kumulativ fordelningsfunktion? Vad &r forhallandet mellan en
kumulativ férdelningsfunktion och en tathetsfunktion for en kontinuerlig stokastisk
variabel?

b) Beridkna den kumulativa férdelningsfunktionen fér den stokastiska variabeln X.
4. (4p) Lat X vara en exponentialférdelad stokastisk variabel med parameter .

a) Vat &r téthetsfunktionen for X7 Berdkna vintevéirdet av X om A = 1.

b) Lat X vara en exponentialférdelad stokastisk variabel med parameter Ax =1 och Y en
exponentialférdelad stokastisk variabel med parameter Ay = 1. Berdkna E[3X — 7Y].

c) Lat X och Y vara som i foregaende fraga och anta dessutom att de &r oberoende.
Berikna variansen av 3X — 7Y om du vet att Var[X] = Var[Y] = 1. Ange tydligt
egenskaper av varians som du anvinder. Vad dr (utan att utféra nagra berdkningar)
kovariansen av X och Y?

d) Generellt, om du vet kovariansen av tva stokastiska variabler, vad séiger det om
beroendet mellan dem?



5. (4p) Undersokningar har visat att den stokastiska variabeln X, berékningstiden som krivs
for att gora en multiplikation pa en ny 3-D dator, d&r Normalférdelad med véntevirdet p
och standardavvikelsen 2 mikroseskunder. Man tog ett stickprov (i mikrosekunder) med 16
observationer. Data som observerades é&r:

42.65 45.15 39.32 44.44
41.63 41.54 41.59 45.68
46.50 41.35 44.37 40.27
43.87 43.79 43.28 40.70.

Stickprovsmedelvirdet dr T = 42.88.

a) Ange definitionen for en vintevirdesriktig skattning. Ar X en vintevérdesriktig
skattning for p och varfor eller varfor inte? Vad &r férdelningen av X hér?

b) Hirled formeln for ett konfidensintervall for 4 pa nivan 1 — a (med variansen kénd).
Hur tolkar man ett konfidensintervall?

¢) Genom att anvinda dina foregaende berdkningar, hitta en 95% konfidensintervall fér u
baserad pa den observerade datan. Fran detta, skulle du bli férvanad att ldsa att den
genomsnittliga berdkningstiden som krivs fér en multiplikation for detta system &r 42.2
mikrosekunder? Varfor?

6. (2p) Tiden i sekunder som krivs for att ansluta till internet via ett modem &r paverkad av
flera faktorer som antalet telefonlinjer tillgéngliga i den lokala uppringningsomradet, tiden
pa dagen, veckodagen, antalet anviindare i omradet osv. Dessa data (i sekunder) var
erhallna i ett visst omrade under tva olika tider pa dagen, men alltid pa samma veckodag;:

X1 Morgon (9.00 till 11.00)
10 20 31 42 44
44 15 33 35 47
47 45 22 33 21
51 53 52 37 28
35 56 63 60 48
49 44 57 63 61

Xo Kvéll (22.00 till midnatt)
10 11 21 31 15
40 27 20 32 38
36 22 41 39 24
33 25 35 36 42
43 52 51

De limpliga medelviirden i stickproven éir z7 = 41.53, 22 = L > xt =1929.00,

J— n
Tz = 31.09 och 3 = -1 371" 23 =1100.65

n2

a) Hitta en 99% konfidensintervall {or skillnaden i medeltiden som kriivs for att fa tillgang
till internet under dessa tva tidsperioder. Vilken tidsperiod ser ut att ge den snabbaste
medeltiden och varfér? Formeln for en konfidensinteervall pa niva 1 — « for pup — o ar

fin = fiz £ tasa(nn +ne—2) /S35 + ),

n2

dar

62 .= (uz1)Si+(na—1)S;
p : ni+ns—2 .



b) Vad skulle du behova att observera i dina berdkningar for att kunna dra slutsatsen att
det inte finns nagon skillnad mellan dessa tva tidsperioder?

7. (3p)
En undersckning av datormarknaden genomfors. Stickprov dr tagna bland anvéndare av de
tva ledande stordatorerna. Syftet med undersdkningen &r att skatta andelen anvindare i
varje population som antingen anvénder, eller skulle vilja anvéinda, det mindre
kontorsystemet byggd av leverantoren av stordatorn. Foljande data &r resultatet:

Type I ny =200, 1 = 62
Type II no =190, 22 = 76

dér n; &r stickprovsstorleken av population ¢ och z; antalet anvéindare som anvénder eller
skulle vilja anvinda systemet i population i, ¢ = 1,2. Beteckna med p; sannolikheten for en
anvéndare fran population ¢ = 1,2 som antingen anvénder, eller skulle vilja anvinda, del
mindre kontorsystemet byggd av leverantéren av stordatorn.

a) Hitta punktskattningar for pi, ps och p; — pa. Ar dessa viinteviirdesriktiga och varfor?

b) Formeln for konfidensintervallet for p; &r p; £ z4/2+/P(1 — p)/n. Vilka approximationer
anvéindes for att héirleda detta konfidensintervall?

c¢) Formeln f6r en konfidensintervall pa nivan 1 — « for p; — po &r
(P1 — P2) & 2ay2v/P1(1 — P1)/n1 + p2(1 — P2)/na.
Berikna 90% konfidensintervall for p; — ps. Baserad pa detta, skulle du bli férvanad att
upptécka att p; = po och varfor?

8. (3p) (Ehrenfests modell) Foljande &r ett specialfall av en modell som kallas Fhrenfest
modell som har anvints for att beskriva diffusion av gaser. Vi har tva urnor som
sammanlagt innehaller fyra bollar. I varje steg véljs en av bollarna slumpmaéssigt (utan
nagra preferenser) och fors ver fran urnan som den &r i till den andra urnan. Som tillstand
véljer vi antalet bollar i den férsta urnan. Observera att detta dr en Markovkedja som
antar virden i tillstandsrummet {0, 1,2, 3,4}.

a) Rita grafen (med sannolikheter) som representerar denna Markovkedja och skriv ner
overgangsmatrisen P.

b) Vad ér ett absorberande tillstand och en absorberande Markovkedja? Ar ovanstaende
Markovkedja absorberande? Hur kan man snabbt se det i P?

c¢) Beriikna P2. Hur tolkar man P"?

9. (6p)

a) Ange frekvensfunktionen fo6r Binomialférdelning med parametrar n och p. Hur ér
Binomialférdelningen relaterat till Bernoulliférdelningen?

b) Hérled viintevirdet och variansen for Binomialférdelningen med parametrar n och p.
¢) (2p) Ange och bevisa Cherbychevs olikhet.

d) (2p) Lat S, vara antalet lyckade forssk bland n Bernoulli experiment med p
sannolikheten for ett lyckat forsok i varje experiment. Visa att fér varje € > 0,

P (|5 —p| >¢) < 22,

Diskutera vad du tror att denna olikhet kan anvéandas for.

Lycka till! Good luck!



