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Sannolikhet och statistik 111

Oberoende av flera handelser

Man sdger att handelserna A, B och C ar oberoende om de ar
parvis oberoende och

P(AN BN C) = P(A)P(B)P(C).

Mer generellt,

Definition: Man sdger att hindelserna Ay, Ay, As, ... dr oberoende
om det for alla n och alla indexmangder i, ..., i, giller att

P (ﬂ A,-k) = ﬁIP’(A,-k).
k=1 k=1
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Att vissa handelser ar oberoende ar oftast ndgot som man antar i
sin modell snarare dn att man raknar ut det. Exempelvis, om vi
talar om upprepade tarningskast, s& ar det rimligt att helt enkelt
anta att handelser som har med olika kast att gora ar oberoende.
T.ex. om A, 3r handelsen att man far sexa i kast nr n, s3 antar vi
att Ay, Ay, ... ar oberoende. Vi far till exempel

5\"11

P(forsta sexan i kast nr n) = P(A{NASN...NAS_1NA,) = <6> c

Vi har ocksg, enligt kontinuitet hos sannolikheter,

P(man far aldrig ndgon sexa) = P(ANASN...)

5 n
g 1 3 ) — i — =
—nllm P(ATN...NA;) = lim <6> 0.

n—oo

Generellt: om en hindelse har en positiv sannolikhet och forsoket
upprepas igen och igen, kommer denna hindelse garanterat att
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| m&nga sammanhang ar det |attare att forstd vad P(BJ|A) ar
snarare dn P(A N B). Dérfor ar formeln

P(AN B) =P(A)P(B|A)
lika anvindbar som definitionen av betingad sannolikhet.

Antag att A, Ap, ..., A, ar en partition av S, dvs parvis disjunkta
mangder s&dana att Ay UA>...UA, = S. D& giller att

= iP(B ﬂA,‘)
—Z]P’ P(B|A)).

Detta dr den totala sannolikhetslagen.

Specialfall: P(B) = P(A)P(B|A) + P(A°)P(B|A°).
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Exempel: Tre procent av Sveriges befokning drabbas ndgon géng av
lungcancer. Bland rdkare drabbas tio procent ndgon géng. Rokarna
utgor 20 procent av befolkningen. Vad &r risken for en ickerdkare
att drabbas av lungcancer ndgon gang i livet?

Vilj en svensk person, NN, pd m&f3 och |t

A = {NN &r rokare}, B = {NN far lungcancer}.

Vi soker P(B|A€). Givet i uppgiften ar att P(A) = 0.2,
P(B|A) = 0.1, P(B) = 0.03. Enligt TSL:

P(B) = P(A)P(B|A) + P(A°)P(B|A).
Detta ger

P(B) — P(A)P(B|A)  0.03-0.2-0.1
P(A°) - 0.8

P(B|A) = = 0.0125.
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Hur stor andel av dem som drabbas av lungcancer ar rokare? Har
soker vi P(A|B).

P(ANB) P(BJA)P(A) 01-02 2

FAB) = P(B) ~ P(B) 003 3

| slutet pa exemplet vinde vi pa betingning. Enligt TSL kan vi
skriva om namnaren och f3

P(B|A)P(A)
(BIA)P(A) + P(B|A<)P(Ac)

B(AIB) = -

Detta ar Bayes formel.
Mer generellt giller att om Aj, Az, ..., A, &r en partition s3 ar

P(B|A;)P(A;)

P(Ai|B) = S i_1 P(BIAOP(AK)’
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Exempel: | en hatt l18g tre mynt: mynt nummer 1 som ger klave
med sannolikhet 0.3, mynt nummer 2 som ger klave med
sannolikhet 0.5 och mynt nummer 3 som ger klave med sannolikhet
0.8. Ett mynt valdes pd mé&fa, kastades tre gdnger och det blev
klave exakt en gang. Vad &r den betingade sannolikheten att det
var mynt nummer / som valdes?

L&t M; vara hindelsen att mynt nummer i valdes, i = 1,2, 3, och
|&t A vara hindelsen att det blir klave exakt en gang p& tre kast.
For alla i galler P(M;) = 1/3. Vidare géller (om vi forutsatter att
de olika kastens resultat dr oberoende) att

P(A|M;) =3-0.3-0.72 = 0.441

P(A|M,) =3-0.5-0.5% = 0.375

P(A/M3) = 3-0.8-0.2% = 0.096.
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Enligt Bayes formel ar
P(A|M;)P(M;)

P(M;|A) = ijj::l P(A|M;)P(M;)

Namnaren ar

Z]P’ AlM;)P

Detta ger

L (0.441 + 0.375 + 0.096) — 0.304.

w \
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Exempel: Sjukdomen S. Erfarenheten visar att bland de patienter
som skickas for test for den ovanliga sjukdomen S 4r det 1 % av
dem som verkligen har S. Testet r s&ddant att om en patient
verkligen har S s& visar testet positivt utslag med sannolikhet 0.95
(sensitivitet). Om patienten inte har S s& visar testet ett negativt
utslag med sannolikhet 0.9 (specificitet). Om en patient fr ett
positivt utslag p3 sitt test, vad dr den betingade sannolikheten att
han/hon verkligen har S?

L&t A vara hindelsen att patienten har S och 18t T vara hindelsen
att testet ger ett positivt utslag. Enligt uppgift giller

P(A) = 0.01, P(T|A) = 0.95, P(T|A) = 0.1.

Vi soker P(A|T).
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P(T|A)P(A)
(TIA)P(A) + P(T|A°)P(A)
B 0.95 - 0.01
~0.95-0.01+0.1-0.99
— 0.095.

P(AIT) = 5

Sdg nu att man testar en person fran gatan (screening) och att S
forekommer hos 0.01 % av befolkningen. | s§ fall f&r vi istallet
P(A) = 0.0001 och

0.95 - 0.0001
P(A|T) = = 0.00095.
(AIT) 0.95-0.0001 + 0.1 -0.9999
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Exempel: Gambler's ruin. Ann och Bo spelar p3 upprepade
oberoende slantsinglar enligt regeln att nar det blir klave ger Ann 1
kr till Bo och nar det blir krona ger Bo en krona till Ann. Detta
upprepas till ndgon av dem blir utan pengar. Om Ann vid starten
har k kr och Bo har n — k kr, vad ar d8 sannolikheten att Ann
slutligen vinner?

L3t A vara handelsen att Ann vinner. L3t P, st3 for
sannolikhetsmattet vid start frén k kr for Ann. (Varje k ger noga
taget en egen modell.) L&t H vara hindelsen att forsta kastet ger

klave.
Skriv px = Px(A). Vi har pg =0, p, = 1 och for dvriga k ger TSL

Pk = Pi(A) = Pu(A[H)Pi(H)+Pi(AlH )P (HS) = % (Pk—1+ Pr+1) -

Detta ger px+1 = 2px — Pk—1. LOsningen ar py = k/n.
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