Kapitel 2

Mangdlara

2.1 Mangder

Vi har redan stott pa begreppet mangd. Med en mdngd menar vi
en vdldefinierad samling av objekt eller element. Ordet "véldefinie-
rad” syftar pa att man for varje tdnkbart objekt x otvetydigt skall
kunna avgora om x hor till méngden eller ej. Att bara siga att
en méngd ar en samling element &ar inte s problemfritt som man
skulle kunna tro; vad som ser ut att vara en méangd kan istéllet
vara en paradox pa samma sitt som “pastaendet” "detta pastaen-
de &r falskt” &r en paradox och inte en logisk utsaga. Ett problem
ligger i att elementen i en mangd sjéilva kan vara méangder. Ibland
kan en méngd till och med vara ett element i sig sjélv. Man kan
till exempel ténka sig méngden av alla méngder. Med detta som
grund kan man skapa paradoxer. Bilda till exempel "méangden” A
som mangden av alla mangder som inte ar element i sig sjalva. Mer
precist: A &r mangden som bestar av alla méangder B som &r sada-
na att B inte &r ett element i B. Lat oss nu fraga oss om A sjélv &r
ett element i A. D& far vi en paradox: Om A inte tillhor A, sa foljer
att A tillhér A per definition av A. Om A tillhoér A, sa foljer att
A inte tillhér A av samma skél. Paradoxer av denna typ utveck-
lades under senare delen av 1800-talet av den italienske logikern
Burali-Forti och senare ocksa av Bertrand Russell. Detta pakalla-
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de en utveckling av méngdlaran som ett axiomatiskt system dér
paradoxer undviks. Det finns flera olika sddana system: Zermelo-
Fraenkel-von Neumann-systemet, Gédel-Hilbert-Bernay-systemet,
Russell-Whitehead-systemet. Vi gar i den hir framstéllningen inte
in pa nagot av detta utan sopar problemet med en rigords defini-
tion av mangdbegreppet under mattan genom att helt enkelt siga
att en méngd ar en vdldefinierad samling element. Vi kommer inte
att stota pa problem pa grund av detta.

Miéngdlaran kan, liksom logiken, egentligen inte sigas vara en del
av matematiken utan &r, ocksa liksom logiken, en forutsittning
for matematiken. De &r bada en del av matematikens struktur och
sprak. Vi har redan sett att mangdbegreppet dyker upp i en del
av matematikens axiom.

Det enklaste séttet att ange en (inte alltfor stor) méngd ar att helt
enkelt lista deras element inom klamrar. Exempelvis ar {1,2,3}
méngden som har talen 1, 2 och 3 som element, medan {Maria,
Anna, Peter, Goran} dr méngden som har namnen Maria, Anna,
Peter och Goran som element. Mangder ar dock ofta stora eller till
och med oéndliga och da brukar man ange dem genom att utnyttja
ett monster eller helt enkelt tala om vilka element méngden har.
Exempelvis kan méngden Z av alla positiva heltal anges som

{1,2,3,4,...}

eller helt enkelt bara som just "méngden av positiva heltal”. Ett
annat exempel dr mangden av bokstéver i det svenska alfabetet
som vi kan ange som

{a,b,c,...,2,4,4,0}.

Ett tredje exempel ar méangden av alla svenska medborgare, en
méangd som knappast kan anges pa annat sitt. I dessa exempel ser
vi méngder som anges av att deras element har en viss egenskap, E.
Ett annat sétt att skriva en sddan méngd ar {x : = har egenskapen
E}. Som exempel kan vi ta att Z, = {x : x &r ett positivt heltal}.

Man brukar anvinda versaler A, B, C' etc som namn pa méngder.
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Om z &r ett element i médngden A sa skriver man
reA

vilket utléses som att "z tillhér A”. Om z inte &r ett element i A
sa skriver man x ¢ A (d.v.s. x € A &r ekvivalent med —[z € A]).
For att koppla ihop detta med logiken noterar vi att © € A &r ett
predikat, d. v.s. for varje objekt x géller att © € A &r ett pastaende
med ett vildefinierat sanningsvérde.

Exempel 2.1. Det finns ett antal talméngder som anvénds ofta i
matematiken och som dérfor fatt vedertagna och fasta beteckning-
ar som ar bra att kidnna till. Vi kommer att anvinda dem flitigt
framover. Hér foljer en lista 6ver de viktigaste:

R = maéngden av reella tal,

C = maéingden av komplexa tal,

Q@ = méngden av rationella tal,

Z = méangden av heltal = {...,-2,-1,0,1,2,...},
Z, = maéngden av positiva heltal = {1,2,3,...},

N = miéngden av naturliga tal = {0,1,2,...},

) = den tomma méingden = {}.

O

Vi avslutar avsnittet med en praktisk beteckning. Om A &r en &nd-
lig méngd sa betecknar man antalet element i A med |A|. Utsagan
att A dr en odndlig méngd kan man da kort skriva |A| = co. Obser-
vera ocksé i det hir sammanhanget att ett element kan inte "finnas
med flera ganger” i en méngd, sa att t.ex. ar [{1,2,3,2,1}| = 3.

2.2 Delmangder

Definition 2.2. Om A och B &r mingder sddana att det for alla
x géller att © € A = x € B, sa séiger vi att A &r en delmdngd av
B och att A ar innehdllen eller inkluderad i B och vi skriver

ACB.
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Om det bade géller att A C B och B C A, sa séger vi att A = B.
Om A ar en delméngd av B och A # B, sa séger man att A ar en
dkta delméngd av B och skriver A C B.

Anméirkning 2.3. Av definitionen for delméngd sé foljer det att
AC Boch BCA,dv.s. A= DB, om och endast om det for alla
x géiller att x € A = x € Bochxz € B= x € A. Med andra ord
sd ar A = B om och endast om v € A & x € B.

I en del bocker betecknar symbolen ‘C’ delméngd och inte dkta
delméangd, s& man bor vara lite uppmarksam péa vad som avses. o

Hur goér man da for att visa att en méngd A ar en delméngd i en
annan mangd B? Jo, man kan anvénda definitionen direkt genom
att ta ett godtyckligt element i A och sedan visa att det ocksa finns
iB.

Exempel 2.4. Vi anvinder talmédngderna i exemplet ovan till att
illustrera delméangdsbegreppet. Forst ser vi att § € A for alla
méngder A, eftersom x € ) aldrig &r uppfyllt sh z € ) = 2 € A
oavsett vad A &r. Sedan inser vi att vi har f6ljande inklusioner:

Z, CNcCcZcQcRcC.

Att Q ar en dkta delméngd till R ar inte sjalvklart. Det ar inte
uppenbart att det finns reella tal som inte kan skrivas som kvoten
mellan tva heltal. Mot slutet av kapitel 5 om heltalen kommer vi
att kunna visa detta. 0

Man har ofta anledning att betrakta speciella delméngder av de
reella talen, nédmligen intervall. Ett intervall &r méngden av tal
mellan nagot minsta viarde och nagot storsta viarde. Beroende pa
om man menar att de tva granspunkterna ska inga i intervallet
eller inte formuleras detta pa olika sétt: Lat a och b vara tva reella
tal sddana att a < b. Vi definierar da ett slutet intervall [a, b] som
méngden

[a,b] ={z € R:a < x < b},
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och ett 6ppet intervall (a,b) som méangden
(a,b) ={r €R:a <z <b}.

Med andra ord: Hakparentes betyder "ta med grianspunkten” me-
dan vanlig parentes betyder "ta inte med gréanspunkten”. Med den
principen kan man ocksi konstruera de varianter dar den ena
granspunkten finns med men inte den andra, d.v.s.

[a,b) ={z € R:a <z <b}och (a,b] ={x € R:a <z <b}.
Andra intervall 4r sddana som bara ar begriansade at ena hallet:
(—o0,al ={r € R:x <a}ochla,oc0)={zeR:z>a}l,

vilka ocksa forstas forekommer med vanlig parentes vid a’et med
precis den betydelse man tror.

I manga sammanhang ar det naturligt att se de mangder man arbe-
tar med som delméngder till nagot universum, U. Om till exempel
K ar méngden av konsonanter i det svenska alfabetet och V &r
méangden av vokaler dr det naturligt att se dessa som delméngder
av mingden U av alla bokstdver. Om man arbetar med méngder-
na Z, Z4 och Q &r det naturligt att se dessa som delméangder av
méangden U = R. I fortsdttningen kommer vi alltid att se mangder
som delméngder till ett universum.

2.3 Mangdoperatorer

Precis som inom logiken s& finns det ett antal operatorer pa méng-
der. Som vi kommer att se sa finns det ett mycket intimt sam-
band mellan logikoperatorerna och mangdoperatorena. Lat A och
B vara tva delméingder till ett universum U. Vi definierar féljande
méangdoperatorer:

e Snitt: ANB={z:2€ ANz € B},
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e Union: AUB={z:x€ AVzx € B},

e Mingddifferens: A\ B={z:2 € ANz ¢ B},

e Komplement: A°=U \ A,

e Symmetrisk méngddifferens: AAB = (A\ B) U (B\ A).

Figur 2.1: De olika méngdoperatorerna.

Ett annat ord for “snitt” dr “skdirning”. For att ordentligt ta till sig
vad olika méngdoperatorer verkligen innebar har man mycket hjalp
av illustrationer, sa kallade Venndiagram. I figur 2.1 illustreras de
ovan definierade mangdoperatorerna; de skuggade omradena anger
resultatet av respektive operator.

Nagra viktiga rékneregler for méngdoperatorerna ges i tabellen
nedan. JAmfor denna med tabellen pa sidan 13 med rékneregler
for de logiska operatorerna. De paminner en del om varandra, eller
hur?
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Alla riakneregler i tabellen utom den sista, A\ B = AN B¢, har en
motsvarande regel i tabellen pa sidan 13. For att bevisa raknereg-
lerna for mangdoperatorer s kan man utnyttja dess motsvarighet
i logiktabellen. Dessa har vi ju redan bevisat sa de kan vi anvénda
for att visa nya satser. Vi bevisar den forsta av deMorgans lagar,
(ANB)¢ = A°U B¢, och lamnar de 6vriga som har en motsvarande
regel i tabellen pa sidan 13 som &vning. Alla bevisen foljer exakt
samma monster.

Tabell 2.1: Riakneregler inom méangdlaran.

Regel Namn
ANU=A identitet
Aub=A

AuU=U dominans
AND=10

AUA=U

ANAc=10

AUA=A idempotens
ANA=A

(A=A dubbelt komplement
AUB=BUA kommutativitet
ANB=BNA

(AUB)UC =AU (BUC) associativitet
(AnNB)NC=ANn(BNCQC)
AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC) | distributivitet
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC)

(AN B)¢ = AU B* deMorgan
(AUB)¢ = A°N B°

A\ B=AnNB°
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Vi paminner forst om att for att visa (AN B)¢ = A°U B¢, sa
giller det att visa att x € (AN B)¢ & x € A°U B¢ for alla x.
Lat o vara ett godtyckligt element i ett universum U. Genom att
utnyttja definitionerna av méngdoperatorerna och den forsta av
deMorgans lagar for de logiska operatorerna sa far vi:

re€(ANB)° & —(x€eANB)& ~(re ANz € B)
& S(reA)Va(zreB)saxe AV e B
& v e AU B-

Eftersom x var godtyckligt valt sa géller slutsatsen for alla z och
det ar darmed bevisat att (AN B)¢ = A°U B¢

Den sista rikneregeln i tabellen har ingen direkt motsvarighet ef-
tersom vi inte definierat ndgon motsvarande logisk operator for
méangddifferens. Vi ger darfor ett bevis ocksa av denna. Vi ska visa
att A\B=ANB° d.v.s. x € A\ B om och endast om z € AN B¢
for alla z. Villkoret = € A\ B betyder per definition z € ANz & B.
Eftersom x ¢ B per definition av komplement betyder x € B¢ sa
ar detta ekvivalent med x € A Az € B¢ Detta i sin tur ar just
betydelsen av & € AN B¢. Eftersom x var ett godtyckligt valt ele-
ment s& géller for alla z att v € A\ B < x € AN B€. Diarmed é&r
det bevisat att A\ B = AN B°.

Innan man borjar forsdka bevisa (eller ge motexempel till) ett pa-
staende om att tva méangduttryck ar lika ar det en god idé att
overtyga sig sjilv om att pastaendet ar korrekt (eller felaktigt).
Det ar da en god hjalp att konstruera tva Venndiagram dér man
ritar den vénstra méngden i det ena Venndiagrammet och den
hogra i det andra. Om de tva bilderna visar sig illustrera samma
méangd ar detta atminstone en god indikation pa att pastaendet ar
korrekt, medan tva bilder som visar pa olika mangder i sig utgor
ett motexempel mot pastaendet. I figur 2.2 illusteras den andra av
de distributiva lagarna i tabellen pa sidan 45. Den vanstra bilden
har A och B U C ljust skuggade, medan A N (B U C) ar morkt
skuggad. P4 den hogra sidan &r mangden (AN B)U(ANC) morkt
skuggad. Man ser att de morkt skuggade méngderna pa de bag-
ge bilderna stammer Overens. Alltsd verkar det som om att den
pastadda likheten ar korrekt.
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Figur 2.2: Den fjarde likheten fran slutet i tabellen pa sidan 45
illustrerad med hjalp av Venndiagram.

Det &r frestande att ocksa tro att om den pastadda likheten géller
for bilderna sa géller den ocksa generellt, men tyvérr &r bilderna
bara ett exempel pa hur de ingaende méangderna skulle kunna se
ut, medan pastaendet géller for alla tdnkbara ingaende méngder.
Ett rigorost bevis maste besta av observationer som géller oavsett
hurdana de involverade méangderna rakar vara. Darfor ar ett bevis
ddr man enbart anvinder definitionen av operatorerna och logik
definitivt att foredra om man vill kinna att man har helt torrt
under fotterna. Bevis som bara utnyttjar bilder ska man alltid vara
kritisk till. Bilder &r utméarkta som illustration, men det ar 1att att
lata sig luras av en bild. Logiska argument kan man daremot alltid
kontrollera om de &r korrekta.

En ytterligare méangdoperator som vi kommer att f& anledning att
anvinda oss av ar den s. k. kartesiska produkten av tva méngder:
Lat A och B vara méngder. Da ar den kartesiska produkten, A x B,
den méngd som har som element alla ordnade par (a, b) sddana att
a € A och b€ B. Med andra ord

Ax B={(a,b):a€ AND€E B}.
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Termen ordnat par betyder helt enkelt att ordningen spelar roll, sa
att (a,b) = (¢,d) om och endast om a = ¢ och b = d. Till exempel

ar (0,1) # (1,0).
Exempel 2.5. 1. Talplanet R? &ir den kartesiska produkten

RxR=A{(zr,y):x € RAy € R}.
2. Om A = {Nils, Roy} och B = {Anna, Sofie}, s& ar

A x B = {(Nils,Anna), (Nils,Sofie), (Roy,Anna), (Roy,Sofie)} -

Observera i det forsta exemplet att man skiljer pa paret (z,y) och
paret (y, x); de svarar ju mot olika punkter i planet. En konsekvens
av detta dr att man i allmédnhet maste skilja pa paren (a,b) och
(b,a). Speciellt om A och B &r olika méngder, sa blir A x B och
B x A olika méngder.

Innan vi lamnar detta kapitel bor vi slutligen kéinna till potensméang-
den, P(A), som ar mdangden av alla delmdangder till A. Det hér ar
det forsta exempel vi stoter pa dér en méngd har element som sjél-
va ar méngder. Detta &r inget som bor skrdamma oss; att méangder
ar element i en mangd &r inte konstigare dn att bilar eller manni-
skor eller tal ar det.

Exempel 2.6. 1. Om A = {1,2,3} sa ar
P(A) = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2, 3}, {1, 2,3} }.
2. Om B = {banan, apple} sa &r

P(B) = {0, {banan}, {dpple}, {banan,apple}}. -

I samband med detta ér det pa sin plats att papeka att méngder
som bara innehaller ett enda element inte ska sammanblandas med
elementet sjélvt. Se till exempel pa det forsta exemplet. I P(A)
finns méngden {1} med som element, men detta betyder inte att
talet 1 finns som element i denna méngd; talet 1 &r inte samma sak
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som méngden {1}. En bra liknelse ar observationen att “en lada
som innehaller en hatt ar inte samma sak som en hatt”.

Lat oss observera att om A &r en dndlig médngd med n element,
d.v.s. |A| = n, sa innehaller P(A) precis 2" element. Detta foljer
av att om man ska vélja ut en delmingd B till A sa har man for
varje element a € A tva val; ta med a i B eller ta inte med a i B.
Eftersom man har detta val for varje a i A betyder det ndr man
gar igenom elementen i A finns det totalt 2™ vigar att ga. Var och
en av dessa svarar mot olika delméngder B. Saledes finns det 2™
olika delméangder till A.

2.4 Sammanfattning

Med en mdngd menar vi en wvdldefinierad samling av objekt eller
element. Ordet "vildefinierad” syftar pa att man for varje tankbart
objekt x otvetydigt skall kunna avgoéra om x hor till méngden eller
ej. Om x ar ett element i médngden A sa skriver man

rze A

vilket utlases som att 7z tillhor A”. Om x inte ar ett element 1 A
sa skriver man = ¢ A.

Det enklaste séttet att ange en inte alltfor stor méngd ar att helt
enkelt lista deras element inom klamrar. Mangder som anges av
att deras element har en viss egenskap, E, kan skrivas som {x :
har egenskapen E'}.
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Viktiga méngder med speciella beteckningar:

= mangden av reella tal,

méngden av komplexa tal,

méngden av rationella tal,

méngden av heltal = {...,—-2,-1,0,1,2,...},
Z, = mangden av positiva heltal = {1,2,3,...},

NO O =B
I

méngden av naturliga tal = {0,1,2,...},

= 2
I

= den tomma méngden = {}.

Definition. Om A och B &r méngder sadana att det for alla z
géller att z € A = = € B, s séger vi att A ar en delmdngd av B
och att A &r innehdallen eller inkluderad i B och vi skriver

A CB.
Om det bade géller att A C B och B C A, sa séger vi att A = B.

Om A ar en delméngd av B och A # B, sa siger man att A ar en
dkta delméngd av B och skriver A C B.

Ett intervall ar mangden av reella tal mellan nagot minsta vérde
och nagot storsta virde. Beroende pa om man menar att de tva
granspunkterna ska inga i intervallet eller inte formuleras detta pa
olika séitt. Ett slutet intervall [a, b] & méngden

[a,b] ={z € R:a <z <b},
och ett 6ppet intervall méangden

(a,b) ={r €eR:a <z <b}.

Gar dven att ha 6ppet i en dnda och slutet i den andra.

Viktiga operatorer pa mangder &r:
e Snitt: ANB={x:2€ AANx € B},
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Union: AUB={z:2x € AVzx € B},

Miéngddifferens: A\ B={z:2x € ANz ¢ B},

Komplement: A°=U \ A,

Symmetrisk méngddifferens: AAB = (A\ B) U (B \ A).

Miéngder och relationer mellan dessa kan illustreras med hjélp av
s. k. Venn-diagram.

Den kartesiska produkten av tva méangder A och B ar
Ax B={(a,b):a€ AND€E B}.

Potensméngden av en mangd A, P(A), d&r mdangden av alla del-
mdangder till A.

Sats. Om A dr en dndlig mdangd med n element, sd innehdller
P(A) precis 2™ element.
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Basovningar

Avsnitt 2.1 — 2.2.

2.1 (s) Vilka dr elementen i féljande méngder?

a) {x€Z4:7 <z <12},
b) {x€Zy:x>12N2<T7},
c) {r€Zy:2%>>8Nx >8]},
d) {ze€Zy:5<x<9}.
2.2 (s) Lat A = {0,{1},0,{2,3}}. Vilka av foljande pastdenden
ar sanna?
) DCA ) {bed, g {123}CA,
b) De4, &) {1}C A,
c) 1CA, f) {{1}} €A, h) {0,1} € A.

23 s)Lat A={x€Z:22=4}, B={xc€Z:3 <2 <11} och

C = “méngden av alla udda heltal”.
a) Vad dar AU B?
b) Vad é&r ANC?
c) Vad & BNC?

2.4 (s) Lat A = {5,a,32,flodhést,r}, B = {f,l,0,d}, C =
{h,d,s,t} och D = “Méngden av alla bokstaver i svenska
alfabetet”.

Bestam ANZ.

Bestam B U C.

Bestam AN C.

Bestdm (BUC U A)N D.

a

=3

@)

o,
—_ = D

Avsnitt 2.3.
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2.5 (s) Lat A = {1,2}.

a) Bestdm potensméngden P(A).
b) Bestdm den Kartesiska produkten A x P(A).
2.6 (s) Om A &r en méingd med med m element och B &r en
mangd med n element, hur manga element finns det da i

A x B? (Med andra ord om |A| = m och |B| = n, vad blir
da |A x B|?) Hur manga element finns det i P(A x B)?

2.7 (s) Om AC B, vad blirda AN B, A\ B och AU B?

2.8 (s) Antag att A\ B ={a,c,k}, B\A={b,f} och ANB =
{s,t,v,x}. Vad ar da A och vad &r B?

2.9 (s) Antag att |A| = a, |B| = b och |AN B| = c¢. Vad ér da
|AU B|?
2.10 (w) Lat A, B och C vara delméngder till ett universum U.

a) Ilustrera de tre méngderna AN (C'\ B), BN (C \ A)
och (AAB) N C med Venn-diagram.
b) Motivera att (AN(C\B))U(BN(C\A)) = (AAB)NC.
2.11 (s) Antag att A, B och C &r tre méangder for vilka det géller
att |[A| = 14, |C| =27, |ANB| =4, |AnC| =6, |BNC| = 16,
|JANBNC|=3och |[AUBUC| = 41. Hur manga element
finns det da i B?

Blandade 6vningar

2.12 (1) Visa att om P(A) = P(B) sa galler att A = B.

2.13 (1) Bevisa ett par av de likheterna i tabellen pa sidan 45 som
inte bevisades i texten.

2.14 (1) Ar det sant att det for alla méngder A, B och C giller att
AN(B\C) = (ANB)\ (ANC)? Ar det sant att AU(B\C) =
(AUB)\ (AU C)? Bevisa eller ge motexempel.
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2.15 (w) Lat A, B och C vara tre méngder sadana att A och B
ar disjunkta (dvs ANB =0), |AUBUC| =30, |[A\C| =10
och |B\ C| = 5. Vad &ar det hogsta respektive minsta antal
element som C kan innehalla?

2.16 (sw) Lat A, B och C vara delméngder till ett universum U.
Vilka av foljande pastaende ar sanna (for alla méjliga val av
méngder A, B, C' och U) och vilka ar falska?

a) AAAC=U d) (A\B)\C=A4\(B\C)
b) (AUB)NC = AU(BNC)
¢) AxB=BxA e) (AUB)® = A°UB*
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