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En Markovkedja &r en foljd { Xy, X1, X2, ...} av stokastiska variabler som tar sina virden i S =
{1,2,...,m} for nagot kiint s. Mingden S kallas fér Markovkedjans tillstandsrum och de s olika
tillstanden kan sta for t.ex. ordningen av korten i en kortlek allt eftersom korten blandas eller antal
kunder i en ko allteftersom kunder kommer och gar, etc. For att kallas en Markovkedja maste X;:na
uppfylla att

]P)(Xn-i-l = Sn-&-l‘Xn = Spy.-ey X() = 80) = ]P’(X,H_l = Sn+1|Xn = Sn)

for alla n, sg, S1,- - ., Sn+1, dvs fordelningen for nista tillstdnd beror bara var man star just nu. Har
kan X vara vald pa vilket sitt som helst.

Skriv nu pj, = P(Xp41 = k| Xy, = j), j,k = 1,...m. Den m x m-matris P som har p;;:na som
element kallas for Markovkedjans dvergdangsmatris.

Antag nu att vi har en Markovkedja dér 6vergangsmatrisen dr okiand och vi bara far se observerade
virden Xog = wo,...,X, = w,. En naturlig skattning av p;j dr pji = n;i/n; dir nj, dr antalet
gdnger vi ser ett hopp frdn j till £ och n; ér totala antalet ganger kedjan besoker j. Ett problem kan
dock uppsta; vi har m? olika okiinda koefficienter och mycket ofta ir antalet observationer n betydligt
mindre in m?2. Detta betyder att vildigt manga pjk skattas med 0. Detta dr olyckligt eftersom vi
knappast tror att ett sadant hopp dr omdayjligt.

En vanlig 16sning &r att infora s.k. pseudo counts, vilket i klartext betyder att man infor en para-
meter b > 0 och riknar som om man for varje j och k sett hopp fran j till k£, b ”ganger” redan innan
kedjan startat och anvénder skattningen

L Mk +b
Pik = n; + mb’

I bifogad Matlabdatavektor dar m = 100 och n = 1000. Anvédnd de 500 forsta observationerna
till att skatta p;j,:na enligt ovan med ett b som ni viljer sjdlva. Ni far dd en skattad 6vergdngsmatris
P = [Dji]. Betrakta sannolikheten for att fa just de 500 sista hoppen fér en Markovkedja med Gver-
gangsmatris ]5, dvs betrakta }2%%1 Dz,_,z,- Denna sannolikhet kommer att bero av hur b ér vald, sd
prova att anvéinda en stor médngd av méjliga b, t.ex. b = 0.01,0.02, ..., 2 och ju hogre den betraktade
sannolikheten blir, desto béttre anser vi att valet av b dr. Vilket blir bista virdet pa b?

(Om man beridknar H}Qg?n Pz,_,z, kommer blir resultatet sa litet att Matlab kommer att svara med
0. Berikna istéllet logaritmen och jamfor for olika b.)

Vid presentationen ger ni era medstudenter en mycket kort introduktion till Markovkedjor och
visar era resultat, gidrna i en tabell 6ver olika b mot motsvarande logaritmerade sannolikhet.

Bayesiansk tolkning: Varje rad i 6vergangsmatrisen dr en vektor av okénda sannolikheter och
dessa dr de okéinda parametrar som vi forsoker skatta. Med ett Bayesianskt synsitt skulle vi ge koef-
ficienterna en apriorifordelning och sedan skatta dem t.ex. med vintevirdet i aposteriorifordelningen



givet data. Visa att om man ger varje rad en apriorifordelning som dr Dirichlet(b,b, ..., b) och sedan
skattar 6vergangssannolikheterna pa detta sitt, sa far man exakt samma skattning som med pseudo
counts.



