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I det hir projektet ska ni arbeta med ett problem fran dmnesomradet Dolda Markovkedjor. Lat
p(1,1) +p(1,2) = p(2,1) + p(2,2) = ¢(1,1) + ¢(1,2) = q(2,1) + ¢(2,2) = 1, med alla dessa
storheter mellan 0 och 1. Antag att X = (X, X1,...,X,,) dr en f6ljd av stokastiska variabler som
antar virdena 1 eller 2 enligt Xy = 1 och sedan X; = i med sannolikhet p(1,7) om X;_; = 1 och
med sannolikhet p(2,7) om X;_1 =2,i=1,2,t =1,2,...,n+ 1. Latsedan Y = (Y, Y1,....Y,)
ocksa ta virdeni {1, 2}, vara betingat oberoende givet X och ges av att Y; = ¢ med sannolikhet ¢(1,7)
da X; = 1 och med sannolikhet ¢(2,7) da X; = 2.

Antag nu vidare att vi far se att Y = y, men inte X. Vi vill géra en bra skattning av vad X var och
naturligt dr att gissa att X &dr den mest sannolika viigen betingat med Y = v, dvs det z som maximerar

P(X =z|Y =y).

Enligt Bayes formel dr P(X = x|Y = y) proportionell mot P(X = z,Y = y), sa vi soker det z som
maximerar P(X = z,Y = y). Att finna detta = kan goras med hjilp av Viterbis algoritm. Lét

dz(t) == :En:}'a’z(ZP(Yb = Y0, -+ Yt = Ut, XO = X0y -- 7Xt = wt)
=
fort =0,1,...,nochi=1,2.Dafarman d; (0) = ¢(1,y0) och d2(0) = g2(yo) och sedan rekursivt
fort=1,...,n,
d;(t) = max d;(t — 1)p(4,1)q(1,
it) = max d;(t = 1)p(5: )i, ve)
(fundera gérna 6ver varfor denna rekursion &r sann) och later m;(¢) vara det j for vilket detta maxi-
mum antogs. Slutligen far vi max, P(X = z|Y = y)) ges av max; d;(n). Lat =}, vara det i for vilket
detta sista maximum uppnas
Det giller nu att aterskapa det = som maximerar detta. Detta gors genom en bakdtrekursion:

.’L’: = mxal (t + 1),

t=n—1,n—2,...,0. Observera att for att kunna genomféra bakatrekursionen krivs att man har
sparat alla m; ().

Implementera Viterbis algoritm for att finna den betingat mest sannolika vigen x betingad med
Y = y for det y som ges i filen hidden.dat pa kurshemsidan. I det hir fallet 4r p(1,1) = 0.9,
p(2,2) = 0.8, ¢(1,1) = 0.6 och ¢(2,2) = 0.7. Eftersom d;(t):na kan bli oerhort sma da ¢ stort, 4r det
bittre att arbeta med log d; (t).

Med Viterbis algoritm finner man alltsa pa ett effektivt sdtt den mest sannolika vigen x =
(xo,x1,...,2Tpn) givet Y = y. Detta dr som sagt en viktig bit av information om fordelningen av



X givet Y = y, men helst skulle man forstas vilja veta hela férdelningen. Det &r i princip inte sa svart
(men en aning bokigt) att anviinda Bayes formel till att skriva

o PY =y X =2)P(X =2)
P(X =z|Y =y) = SUPY = y|X =2)P(X = 2)

och att skriva ner sannolikheterna i detta uttryck. Problemet dr dock att summan i nimnaren innehéller
sa manga termer sa att den &r i praktiken omojlig att berdkna. I vart enkla exempel med n = 100
innehiller den 2'%° termer! Men eftersom nimnaren bara ir en proportionalitetskonstant, giller att
P(X = z|Y = y) x P(X = 2)P(Y = y|X = x), vilket kan utnyttjas (och vilket utnyttjades
ovan ocksa) till att konstruera en Gibbs sampler som viljer ett X enligt den sokta fordelningen. Detta
fungerar pa foljande sitt.

Lat X0 = (20,29, ...,20) vara en godtycklig vektori {1,2}" !, tex. X* = (1,1,...,1). Defi-

niera sedan X', X2, X3 ... rekursivt genom att for s = 1,2, .. .,
1. viljak € {1,2,...,n} likformigt pd mafa,

2. lata w(i) = p(X,‘zj,i)p(i,Xz;%)q(i,yk), i = 1,2 (dér vi betraktar p(i,X,i__&) som 1 om
k =mn),

3. lata X7 = X; 7' forallal # k och lita X§ = 1 med sannolikhet w(1)/(w(1) + w(2)) och
annars X} = 2.

Steg 2 och 3 innebir att X} viljs sa att P(X} = i| X} = 2,1 # k) =P(Xy, =1|Y =y, X; = 2,1 #
k). Man kan da visa att det for alla = giller att P(X® = ) — P(X = z|Y = y) da s — oco. Med
andra ord géller att da s dr stort s& har X ® en fordelning som dr mycket nira fordelningen for X givet
Y = y. Hur stort s behover vara &r inte helt enkelt att reda ut, men i det hér projektet kan man tryggt
noja sig med s = n? och kommer att f en mycket god approximation.

Uppgiften dr nu att implementera denna Gibbs sampler och tillimpa den i samma situation som
for Viterbis algoritm ovanfor. Vad blir resultatet? Kommer man néra den mest sannolika vigen som
man fick med Viterbi? Upprepa manga ganger.

Ni har nu sett tvA metoder att gora inferens om den dolda processen: Viterbi och Gibbs sampling.
Viterbi svarar mot att se X som en okénd parametervektor och att ML-skatta denna. Gibbs sampling
svarar mot att se X som stokastisk (vilket den ju faktiskt dr i modellen). Viterbi har fordelen att den
ger det mest sannolika x:et givet Y = y, medan Gibbs har fordelen att den fangar hela den betingade
fordelningen for X genom att generera observationer fran den.

Uppgiften nu &r att jamfora de tva metoderna pa foljande sitt. Lat

I(z) =logP(Y =y|X =z), z € {1,2}"H!

ddr y fortfarande &r observationen av Y given i hidden.dat. Lat & vara den mest sannolika vigen
som gavs av Viterbi och 1t ¥ vara en observation enligt Gibbs samplern. Ett vanligt kriterium for
att jamfora & och Z &r att sdga att & dr bittre"dan & om [(Z) > [(Z) och vice versa. Generera nu ett
stort antal oberoende observationer =1, X2, . . ., T, och jamfor var och en av dem med % enligt detta
kriterium. I hur stor andel av fallen blir Z;, béttre"4dn .

Data i filen hidden.dat har genererats genom att simulera en process X enligt p:na ovanfér och
givet den sedan simulerat Y enligt a:na. Detta kan ni forstas upprepa sjilva; simulera X och sedan Y,
glom" X och utfor Viterbis algoritm on Gibbs sampling pa er simulerade Y -process for att aterfinna
X.



