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1 Slump och sannolikhet

Finns det dkta slump eller r allt vi betraktar som slump egentligen bara ofullstindig
information? I kvantvirlden verkar det finnas dkta slump och den kan ocksa anvindas
i avancerad fysikaliska experiment. I de allra flesta tillimpningar handlar det dock
om ofullstidndig information och/eller att Zven om all information fanns, skulle det
vara omojligt att processa alla dessa data. Ténk till exempel pa vad for informa-
tion och databearbetning som skulle krivas for att forutsiga viadret om ett ar; det
skulle formodligen inte vara mojligt att gdra ens i teorin med mindre #n att bara
lata naturen ha sin géng.

Andra exempel pa fragor som knappast (just nu i alla fall) kan besvaras exakt
utan osékerhet &r:

e Hur kommer tirningen att landa?

e Hur kommer svenska folket att rosta i nista riksdagsval?
e Hirstammar dinosaurier fran faglar?

e Finns det liv pa andra planeter?

e Hur manga ritt kommer jag att fa pa tipset nista vecka?

Vad ér sannolikhet? Det finns tva vanliga tolkningar. Den ena &r i term av rel-
ativa frekvenser; sannolikheten for en hiandelse dr den griansvirdet av den relativa
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frekvensen av antalet forsok da hindelsen i fraga intréffar, vid en oédndlig fold av
oberoende upprepningar av forsoket. Som exempel, sla en tirning n ganger och lat
X, vara antalet sexor pa de n kasten. Om A dr hindelsen att ett slag ger en sexa,
skulle vi tro att
. Xy
P(A) = lim —.
n o n

Ett problem #r forstas att en sadan definition kréver att forsoket dr upprepbart och
att gransvardet existerar, och hur skulle vi kunna garantera nagot sadant?

Den andra tolkningen r att sannolikheten for A dr graden av hur mycket vi tror
pa att A kommer att intriffa. Ett spelbolag till exempel anvénder sin tro (baserad
pé erfarenhet och gissningar) hur en match mellan Barcelona och Chelsea kommer
att sluta, ndr oddsen ska faststidllas. Detta ar ett fall dér det inte ens i princip ar
mojligt att upprepa experimentet. Eller for ett dnnu mer extremt exempel: om
jordens medeltemperatur stiger med 4 grader till ar 2100, jamfort med 1990, vad
far detta for konsekvenser?

Den matematiska teorin for sannolikheter gor ingen tolkning av vad sanno-
likheter “egentligen” dr, utan sitter istéllet upp regler for hur de maste uppfora sig.
Teorin uttalar sig, precis som all matematiska modeller, alltsd inte om hur realistisk
en given modell 4r i en given situation.

I sannolikhetsteorin betraktar man ett slumpforsok. Till slumpforsoket finns ett
utfallsrum, betecknat S, som #r mingden av allt som kan hénda. Det &r i en given
situation inte givet hur man ska vilja .S, utan beror av vad man &r intresserad av.
Exempelvis dr man i en slantsinglingssituation formodligen intresserad av vilken
sida av myntet som kommer upp, och tar dd S = {H,T'}. Men det kan ju faktiskt
vara sa att vi snarare &r intresserade av at vilket hall kungens nésa pekar och tar da
kanske S = [0, 27).

Ett element u € S kallas for ett utfall och en delmingd A C S kallas for en
héndelse. Eftersom det ofta inte &r klart vad .S ska vara och ibland heller inte sa
viktigt att precis tala om vad S och ddrmed en hidndelse A dr som mingder, utan
beskriver bara hiandelser i ord”.

Exempel 1.1. Tirningsslag. Om vi tar S = {1,2,3,4,5,6} dr hindelsen A, som i
ord dr ’jamnt utfall”, formellt A = {2,4,6}.

Exempel 1.2. Singla slant tre gdnger och betrakta antalet H. Dd kan vi ta S =
{HHH,HHT,HTH,HTT, THH, THT,TTH,TTT}, men vi kan ocksa vilja

S =1{0,1,2,3}. Om A édr "minst tva H, blir Aidetforstafallet A= {HHH , HHT, HTH,THH}
och i det andra A = {2, 3}.

Definition 1.3. En funktion P : P(S) — [0, 1] kallas for ett sannolikhetsmatt om



P(S) = 1 och for alla disjunkta héndelser A;, Ao, ... giller att

(0n) -0
n=1 n=1

Exempel 1.4. Vilj ett tal pa mafa i [0,1]. Har har vita S = [0,1] och P(A) =
lingden av A. Hindelserna A = “talet mellan 1/2 och 1 och B = "talet &r hogst
2/3,blir A = [1/2,1] och B = [0,2/3]. Hindelsen talet ligger mellan 1/2 och
2/3blir AN B = [1/2,2/3].

Proposition 1.5. For ett sannolikhetsmatt P gdller att
(a) P(A%) = 1 - P(A),
(b) P(A\ B) =P(A) —P(AN B,
(c) P(AUB) =P(A) +P(B) —P(AN B),
(d) AC B=P(A) <P(B).

Bevis. Eftersom A och A° dr disjunkta giller att 1 = P(A) = P(AU A°) =
P(A) + P(A€) och (a) foljer. Skrivnu A = (A\ B)U (AN B)ochfaatt P(A) =
P(A\ B)+P(ANB) och (b) foljer. Eftersom AU B kan skrivas som den disjunkta
unionen A U (B \ A), foljer (c) av (b). Om nu A C B, giller att P(B) = P(A) +
P(B\ A) > P(A). O

Exempel 1.6. Risken for regn pa lordag dar 50 %, liksom pa sondag. Risken for
regn bada dessa dagar dr 35 %. Vad &r chansen till uppehall hela helgen?
Lat A vara regn pa 16rdag” och B vara “’regn pa sondag. Vi soker

P((AUB)® = 1-P(AUB) = 1—-P(A)~P(B)+P(ANB) = 1—0.5—0.5+0.35.

Del (c) i propositionen r ett specialfall av den s.k. inklusion-exklusionsformeln.
For tre hiandelser A, B och C séger den att

P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)—P(ANC)—P(BNB)+ Pro(ANBNC).

Kontinuitet hos sannolikheter. Antag att A1 C Ay C A3z C ... och skriv
A=,2, A,. Dagiller att

P(A) = limP(4,).



Vidare giller attom By O By O ...och B = (72, By, dr

P(B) = limP(B,).

Bevis. Lat Ay = () och skriv A som den disjunkta unionen A = (J7~ (A4, \
Ap,—1.Dé

00 N
P(A) =) P(Ay) —P(A, 1) = lim > P(An) —P(Ap) = lim P(Ay).
n=1 n=1

Andra delen analogt. O

I fall da utfallsrummet S &r dndligt eller upprikneligt, kan vi skriva S =
{ui,ug,...}. Om pi,po,... dr ickenegativa tal sadana att » > p, = 1, kan
vi definiera ett sannolikhetsmatt genom att ta

P(A)= ) »i

Pu; EA

Exempel 1.7. Antag att vi &r intresserade av antalet slantsinglingar som krévs
tills vi far H for forsta gdngen. Da kan vi ta S = {1,2,... och ett rimligt san-
nolkhetsmat skulle kunna ges genom att ta p; = 1/2, po = 1/4, p3 = 1/8, etc.

2 Det klassiska sannolikhetsmattet

Ett viktigt specialfall &r situationer ddr S &r dndligt, S = {u1,...,u,} och p; =
1/n for alla i. Da blir P(A) = #A/||, dvs antalet utfall i A delat med det totala
antalet utfall. Detta sannolikhetsmatt kallas for det klassiska sannolikhetsmattet.
Detta dr en mycket vanlig situation, sa det finns all anledning att klara av att
beridkna antalet utfall i en given hindelse.

Exempel 2.1. Om man kastar en tirning tre ganger, vad ir sannolikheten att fa
exakt en sexa? Det finns 63 = 216 olika utfall och det #r rimligt att anta att de &r
lika sannolika. Det finns 1 -5-5+5-1-545:5-1 = 75 olika utfall som ger
precis en sexa. Den skta sannolikheten r alltsd 75/216 = 25/72.

Den s.k. multiplikationsprincipen @r ett axiom, som sédger att om r st experi-
ment utfors i tur och ordning och de individuella experimenten har ny,no, ..., n,
olika utfall, sa dr det totala antalet utfall for alla experimenten tillsammans n1ns . . . n,..



Exempel 2.2. Fodelsedagsproblemet. 1 en skolklass finns n elever. Vad dr sanno-
likheten att de alla har olika fodelsedagar? Om vi antar att for ett pa mafa valt barns
fodelsedag kan vara vilken dag som helst pa aret med samma sannolikhet, har vi
en situation med 365" olika utfall, av vilka 365 -364 - ... (365 —n + 1) ger olika
fodelsedagar. Den sokta sannolikheten blir alltsa 365-364-. . .- (365 —n-+1)/365™.
Detta blir ca 0.5 dd n = 23.

I exemplet nyss, utnyttjade vi den princip som sédger att ur en mingd med n
element, kan man vilja k element pa (n)y = n(n — 1)...(n — k + 1) olika sitt,
om man tar hdnsyn till i vilken ordning elementen viljs. Detta foljer direkt av
multiplikationsprincipen. Om man inte tar hdnsyn till ordningen pa hur elementen

viljs, blir antalet val
n\  (nk n!
k) k! kl(n—k)

Med andra ord, (Z) ir antalet delmingder med £ element till en mingd med n
element.

Exempel 2.3. Om man pa mafa viljer tre Kort ur en kortlek, vadéar sannolikheten
att man inte far nagon spader? Korten kan viljas pa (532) olika sitt. Antalet sétt att
vilja de tre korten sd att det inte bir ndgon spader &r (339). Den sokta sannolikheten
aralltsa (%) /(°7) = 703/1700.

De nyss nidmnda principerna giller val utan aterliggning. Om man istillet
véljer med aterliggning, dvs man valeljer elementen ett i taget, och varje gang ett
element viljs, noterar man vilket det var och stoppar sedan tillbaka i méngden.
Antalet val blir di »* om man tar hinsyn till i vilken ordning elementen valdes.
Om man istdllet inte tar hinsyn till ordningen i vilken elementen veljs, blir antalet
val detsamma som antalet ickenegativa heltalslosningar till ekvationen

1+ ... +x, =k
Man kan inse att detta antal 4r
<n—1—|—k‘> B <n—1—|—k>
n—1 k ’
Exempelvis dr antalet ickenegativa heltalslosningar till 1 + ...+ x5 = 3 lika med
(7) = 3.
3 Betingad sannolikhet och oberoende handelser

Exempel 3.1. Tva tirningar, en bla och en gul, slés. Lat A vara hiandelsen att den
blaa tdrningen visar sexa och B att den gula tdrningen visar sexa. Det &r rimligt



att anta att alla 36 utfall &r lika sannolika. Eftersom A och B vardera innehéller 6
utfall och A N B endast innehéller utfallet (6, 6), far vi att P(A) = P(B) = 1/6
och P(AN B) = 1/36. Viser att P(A N B) = P(A)P(B). Denna likhet kan vi
tolka som att A och B ér oberoende: chansen att fa bade A och B om man vet att
A intrdffar 4r densamma som sannolikheten att att fa& B utan denna information.

Definition 3.2. Man siger att A och B #r oberoende om P(A N B) = P(A)P(B).

I allménhet kan informationen att A intriffar i heogsta grad paverka chansen att
fa B. Exempelvis dr sannolkiheten att det regnar den 25 augusti nésta ar betydligt
storre om vi vet det kommer att regna den 24 augusti dn utan den informationen.
Man séger att den betingade sannolikheten for regn den 25/8 givet regn den 24/8
ar storre dn sannolikheten for regn den 25/8 utan nagon information om den 24/8.

Definition 3.3. Den betingade sannolikheten for B givet A, skrivs P(B|A) och ges

av
P(AN B)

P(A)

Definitionen forutsitter forstas att P(A) > 0. OmP(A) > 0 gilleratt P(B|A) =
[P(B) om och endast om A och B ir oberoende. Observera att P(B|A) i allmédnhet
inte dr lika med P(A|B) och tolkningen av de tva &r olika: i det en fallet far vi in-
fomation om att A intréffar medan i det andra far vi information om att B intréffer
och dessa situationer kan vara helt olika.

P(B|A) =

Exempel 3.4. Vi slar en gul och en bla tdrning. Lat A vara hindlesen tt den gula
tiarningen visar sexa och B att den blda tdrningen visar sexa. Lat vidare C' vara
héndelsen att summan av de tva tarningskasten &r 7 och D att summan &r 8.

Vi sag ovan att A och B idr oberoende. Eftersom C' bastér av sex olka utfall
far vi P(C) = 6/36 = 1/6. Vidare ir A N C den hindelse som bestér av det
enda utfallet (6, 1) och har sdledes sannolikhet 1/36. Detta betyder att A och C
ar oberoende. Pa samma sitt ser vi att B och C dr oberoende. Alltsa dr A, B
och C alla parvis oberoende. Ar det rimligt att séiga att de tre handelserna da ir
oberoende? Nej, knappast; det dr ju omojligt for alla tre att intréffa samtidigt, sa
P(ANBNC) #P(A)P(B)P(C), vilket vi ocksa borde kriva.

Handelsen D bestér av fem utfall, sa P(D) = 5/36. Vihar AN D = {(6,2)},
saP(AND)=1/36 >P(A)P(D), sd Aoch D ir inte oberoende.

Proposition 3.5. OM A och B dir oberoende d dven A och B€ oberoende.

Bevis. Eftersom A och B ir oberoende géller

P(ANBS) = P(A)—P(ANB) = P(A)~P(A)P(B) = P(A)(1-P(B)) = P(A)P(B°)



didr oberoendet utnyttjas i den andra likheten. O

Proposition 3.6. Fixera B och lat Q(A) = P(A|B) for alla A. Da dir Q ett
sannolikhetsmdtt.

Bevis. Eftersom Q(A) = P(A N B)/P(B) € [0,1] for alla A och blir 1 da
A = S, ricker det att visa uppriknelig additivitet. Lat Ay, Ao, ... vara disjunkta
héndelser da d&r A; N B, A2 N B, ... disjunkta, sa

[e.9]

> P(UX, A, NB)  <=P(A,NB
ol 4 - e ):nzl e ):nZl@(An).

O

En tankebild man kan ha nér man tinker pa betingade sannolikheter dr att nir
man betingar pa en hindelse B, stryker man helt enkelt den del av utfallsrummet
som utgdrs av B¢ utan att inbordes dndra sannolikheterna pa den del som utgors av
B.

Exempel 3.7. 1 en hatt ligger tre kort, kort A, B och C. Kort A dr rott pa bagge
sidor, kort B dr rott pa ena sidan och svart pa den andra, medan kort C dr svart pa
bigge sidor. Man blundar och tar ett kort pd mafa och lagger det pa ett bord med
ena sidan upp. Nir man sedan Oppnar 6gonen ser man att den sida pa kortet som
ligger upp &r rod. Vad dr sannolikheten att den andra sidan ocksa &r rod?

I det forsok viljs en av de sex sidorna pa mafa. Lat oss kalla utfallen, A1, A2,
B1, B2, C1, C2 dir B1 star for att den rdda sidan pa kort B 4dr den som syns. Om E
ar handelsen att man ser en rdd sida och F' dr handelsen att den isda som inte syns
drrod, har vi E = {A1, A2, B1} och F' = {Al, A2, B2} sa

P(ENF) P({A1, A2}) 2

P(FIE) = P(E)  P({Al,A2,B1}) 3

I ett exempel ovanfor ség vi att for att kalla fler &n tva hiandelser oberoende,
sa ridcker det inte med att kridva parvis oberoende. Den allminna definitionen &r
foljande.

Definition 3.8. Héndelserna A;, Ao, As, ... sdgs vara oberoende om det for alla

dndliga indexméngder i1, 12, . . . , i, géller att

IP)(A“ N Al'2 Nn...N Aln) = H P(Azk)
k=1



I en del exempel har vi, efter att ha riknat, kunnat se att vissa hindelser ar
oberoende. I sjdlva verket dr ofta ett antagande om oberoende en del av mod-
ellen man arbetar med. Ta till exempel en f6ljd av upprepade tirningskast. Hir ar
det fysikaliskt rimligt att anta att olika tdrningskast inte paverkar varandra, varfor
hindelser som har med olika tidrningskast att gora dr oberoende. Utfallsrummet blir
mingden av alla foljder (z1, z9,...) dér varje x,, dr ett heltal mellan 1 och 6 och
hindelsen “’sexa i kast nr n” blir midngden av alla sddana f6ljder for vilka x,, = 6.
Om vi later B,, vara hiandelsen att den forsta sexan kommer pa kast nummer n, far
vi

P(By) = P(AS N ASA...NAS | N Ay) = (g)n—lé.
Vi kan ocksa se att chansen att aldrig fa en sexa dr sannolikheten for hindelsen AfN
A§N ... som enligt kontinuitet hos sannolikheter har sannolikhet lim,, (5/6)" = 0.

I manga situationer dr det léttare att forstd vad vissa betingade sannolikheter
ar, snarare dn de sannolikheter man &r intresserad av. D& kan man ha god hjilp av
den totala sannolikhetslagen. Lat B, . .., B, vara en partition av .S, dvs disjunkta
méngder vars union dr S. Da géller for alla hiandelser A att

P(A) = f: P(ANB;) = f: P(A|B;)P(B)).
=1 =1

Ett specialfall &r
P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|B°)P(B°).

Exempel 3.9. Antag att 0.1% av befolkningen i Sverige ndgon gang drabbas av
lungcancer. Bland rokare dr det 0.4% som drabbas. Om rokarna utgér 20% av
befolkningen, vad dr da risken for en ickerdkare att drabbas?

Vilj en person pa mafa. Lat A vara hiandelsen att den valda personen &r rokare
och B hindelsen att personen drabbas av lungcancer. I problemstillningen far vi
veta att P(A) = 0.2, P(B) = 0.001 och P(B|A) = 0.004. Vi soker P(B|A®).
Enligt totala sannolikhetslagen &r

P(B) =P(B|A)P(A) + P(B|A°)P(A°).
Los ut P(B|A€) och fa
_ P(B) —P(BJA)P(A) _ 0.001 —0.2-0.004
B P(A¢) B 0.8

Vad dr sannolikheten att en pa mafa vald lungcancerpatient dr rokare? Vi soker nu
P(A|B). Vi har

P(B|A°) = 0.00025 = 0.025%.

_ P(ANB) _P(BJAP(A)
PAIB) = 55 =y =0




I slutet pa det nyss avslutade exemplet, vinde vi pa betingning. Vi fick

_ P(B|A)P(A) P(B|A)P(A)
P(A]B) = P(B)  P(A|B)P(B) + P(A|B°)P(B¢)’
Mer generellt, om Ay, ..., A, dr en partition av .S,
_ P(BJA)P(A;)  P(B|A)P(4)
FAB = TRy T S BBIAEGAY

Denna formel dr kind som Bayes formel.

Exempel 3.10. I en hatt ligger tre mynt: ett réittvist mynt, ett som ger klave med
sannolikhet 0.3 och ett som ger klave med sannolikhet 0.8. Man viljer att mynt pa
mafa och singlir det tre ganger. Om det blir exakt en klave, vad &r da den betingade
sannolikheten att mynt nr ¢ valdes?

Lat A vara hindelsen att det blir exakt en klave och B; att mynt nummer 1%
viljs, ¢ = 1,2, 3. Det dr rimligt att anta att givet det valda myntet, dr de tre kasten
oberoende. Om p; dr sannolikheten att mynt nr ¢ ger klave vid ett kast, har vi

P(A‘Bl) = 3}%(1 — pl')2.

Detta ger P(A|B;) = 3/8 = 0.375, P(A|Bg) = 0.441 och P(A|B3) = 0.096 och
enligt totala sannolikhetslagen,

1
P(A) = 5(0.375 + 0.441 + 0.096) = 0.304.

Enligt Bayes formel blir

P(A|B;)P(B;)

Detta blir 0.41 for i = 1, 0.48 for « = 2 och 0.11 for s = 3.

Exempel 3.11. Sjukdomen S. Erfarenheten visar att bland de patienter som visar
symptom pa den allvarliga sjukdomen S och dirmed skickas pa provtagning, sa &r
det 1 % som verkligen har sjukdomen. Testet #r sadant att f6r en som verkligen
har sjukdomen, kommer testet att vara positivt med sannolikhet 0.95 (effektivitet).
Om en person inte har sjukdomen, kommer testet att bli negativt med sannolikhet
0.9 (specificitet). For en given patient som skickats pa prov och fatt ett positivt
provsvar, hur stor dr sannolikheten att hon verkligen har sjukdomen?



Lat A vara hindelsen att patienten har sjukdomen och 7 vara héndelsen att
testet ger positivt svar. Vi vill finna P(A|T"). Enligt Bayes

P(T|A)P(A) B 0.95 - 0.01

(TTATP(A) + B(T]AP(AY) — 0.95-0.01+0.1-0.99 _ 0%

BAIT) = 5

Vi ser alltsa att dven vid ett positivt provsvar, finns det goda chanser att vara frisk.
Vi kan ocksa se att det #r viktigt att bara den som uppvisar tecken pa sjukdomen
skickar pa test. Antag t.ex. att sjukdomen férekommer hos 0.01% av befolkningen
och en pa mafa vald person testar positivt. Da far vi byta ut 0.01 i rdkningen ovan
med 0.0001 och fér att den betingade sannolikheen att vara sjuk givet ett positivt
test endast dr 0.00095. Att infora ett allmént test (s.k. screening) kommer allttsa
att leda till stora mingder av falsklarm.

Ett kanep som ofta kan anvaendas tillsammans med otala sannolikhetslagen ae
rekursivt taenkande. Laot oss se pao detta med ett exempel.

Exempel 3.12. Detta exempel aer kaent som the Gambler’s ruin problem. Anna
och Bo har tillsammans n kronor, varav Anna startar med a kr. Spelet ges av
slantsinglingar, och om en slantsingling ger klave ger Bo 1 kr till Anna och vid
utfall krona ger Anna 1 kr till Bo. Vi inser att foerr eller senare kommer hela den
samlade foermoegenhet att hamna ho en av spelarna. Laot p, vara sannolkheten
att Anna vinner om hon startar med a kr. Genom att betinga pao resultatet av den
foersta slantsinglingen faor vi

1 1

DPa = Qpafl + ipaJrl

med randvillkor pg = 0, p, = 1. Detta ger po = 2p1, p3 = 3p1 och allmaent
pr = kp1. Eftersom p,, = 1, faor vi p; = 1/n och allmaent att p, = a/n.

4 Stokastiska variabler

En stokastisk variabel ir ett slumptal. Eftersom vi modellerar slumpforsok med ett
utfallsrum S dér det dr slumpen som bestammer vilket utfall € .S som realiseras,
ar det lampligt att se ett slumptal, som ett rellt tal vars virde beror pa u.

Definition 4.1. En stokastisk variabel ar en funktion X : S — R.

Exempel 4.2. I en fruktskal ligger ett dpple, en apelsin och en banan. Vi blundar
och viljer an frukt pd mafa. Da dr det naturligt att ta S = {#pple,apelsin,banan}
och vi kan till exempel ha X (u) =vikten av u, Y (u) =energiinnehéllet i u och
Z(u) =sockermingden i u, exempelvis X (banan) = 160 gram och Z(apelsin) =
10 gram etc.
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Exempel 4.3. Vilj en punkt slumpmissigt i enhetsskivan D = {(z,y € R? :
22 492 < 1}, (till exempel genom att kasta pil pa en piltavla.) Mojliga stokastiska
variabler r till exempel, X (u) = |u|, Y (u) = 7|u|?, Z(u) = poiing i Kastet.

For en sv X, kan vi fore forsoket yttra oss om sannolikheter hos utsagor om
X. (Efter forsoket vet vi forstas exakt vad X blev.) Talen P(X € B) = P({u €
S : X(u) € B}) for alla B C R, sdgs utgora X:s fordelning. For att kunna
berdkna sannolikheter for alla intressanta utsagor om X, ricker det att kdnna till
X:s fordelningsfunktion, som anges av

Fx(z) =P(X <x),z €R.

Obeservera att F'x ér ickeavtagande och hdgerkontinuerlig (enligt kontinuitet hos
sannolikheter; visa gérna detta). Om man vet F'x far man till exempel

P(X € [a,b]) = Fx(b) — Fx(a—).

Exempel 4.4. Singla slant tva ganger. Lat X vara antalet klavar. Om vi tar utfall-
rummet som S = {HH,HT,TH,TT}blir X(HH) =1, X(TH) = X(HT) =
1 och X(T'T) = 0. Fordelningsfunktionen ges av

0, =<0

1

2, 0<z<1
Fx(r)=9q 4" 12, 29

4 =

1, z>2

5 Diskreta stokastiska variabler

Lat X : S — R vara en stokastisk variabel. Om virdemingen Vx édr dndlig
eller uppriknelig, kallas X for en diskret stokastisk variabel. For en sadan sv ges
frekvensfunktionen av

px(z) =P(X =x), x € Vx.

Till exempel for en rittvis slantsingling kan vi ha X (H) = 1, X(T') = 0 och
far da frekvensfuntionen px (0) = px = 1/2.

Det dr uppenbart att om man kénner frekvensfuntionen sa kan man berékna alla
sannolikheter for utsagor om X. Exempelvis blir

Fx@ Y px().
veVx wlx

och at andra hallet,
px(r) = Fx(x) — Fx(v—).
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Exempel 5.1. S1a en tirning tills den forsta sexan kommer. Om X ir antalet slag
som krévs, blir Vx = {1,2,3,...} och

1.5

6 ( 6) '

Exempel 5.2. Lat X vara antal klavar vid fyra oberoende och rittvisa slantsinglin-
gar. Vi far

px(k)

sapx(0) =px(4) =1/16,px(1) = px(3) = 1/4 och px(2) = 3/8.

6 Kontinuerliga stokastiska variabler

Lat X vara en sv vars viardemingd dr Overuppriknelig. Da #r sdledes X inte
diskret. Da kan X istillet vara kontinuerlig.

Definition 6.1. En sv variabel kallas kontinuerlig om det finns en funktion fy,
kallad X:s sannolikhetstdithet, sddan att

Fy(z) = /_ et

for alla z € R.

Man inser att X &r kontinuerlig om och endast om F'x dr styckvis deriverbar
och F% = fx ialla punkter dir fx &e kontinuerlig. Om X ir kontinuerlig far vi

P(X € B) :/ fx(t)dt
B
for alla B C R. Exempelvis giller
b
P(X = b) = / F(t)dt =0
b

for alla b, sa for kontinuerliga sv behdver man inte vara noga med om man anvinder
strikta eller ickestrikta olikheter i sina utsagor om X. Till exempel géller

b
Pla< X <) = Fx(t) - Fxla) = | fa(t)dt

En funktion f : R — R &r en mojlig tithet for en kontinuerlig sv om och endast
om f > 0och [* f(z)dz =1,

12



Tétheten till en sv ar inte en sannolikhet utan just en sannolikhetstithet. En
intuitiv tolkning &r att om € > 0 ar mycket litet, ar

P(X € (x—€/2,x+¢€/2)) = efx(x).

En kontinuerlig sv kallas for likformigt fordelad pa |a, b] om

fx(z) = bia’ z € [a,b).

En forkortad skrivform for detta ar
X ~ likf[a, b].

Man ser direkt att om X ~ likf]a, 0], dr

Tr—a
FX(.T) = m, T € [a, b]

Ett speciall fall 4r da [a, b] = [0, 1], dd bade fx och Fx blir konstant lika med 1 pa
[0, 1]. Vi ser att om X ~ likf[a, b], &r

e - 5 ot

oma < ¢ < d < b, ddr £ star for 1angden av en delméngd av R.
Om man har en sv X som dr likformigt fordelad pa [0, 1] dr det ldtt att trans-
formera denna till en sv som ir likf[a, b] genom attta Y = a + (b — a)X. Detta

inses av
r—a T —a

Fy(x)=PY <z)=P(b—a)X <z—a)=P(X < b—a): —

dvs Y har onskad fordelingsfunktion.
Den vanligaste typen av (pseudo)slumptal som genereras i en dator dr likf]0, 1].

7 Funktioner av stokastiska variabler

Lat X : S — R varaensvochg : R — R vara en funktion. D4 blir dven
sammansittningen g o X = ¢(X) en avbildning fran S till R, dvs en sv. Skriv
Y = g(X). Eftersom Vy inte ér ett storre rum 4n Vi, blir YV diskret da X dr
diskret. Om X ir kontinuerlig, kan Y vara av vilken typ som helst, berénde pa hur
funktionen g dr definierad. Antag t.ex. att X ~ likf[0, 1]. Om

1, x>2/3
g(x)_{ 0, ©<2/3
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blir Y diskret med P(Y = 1) = 1/3 och P(Y = 0) = 2/3. A andra sidan om t.ex.
g(x) = x blir ju Y ocksa likformigt férdelad pa [0, 1].

Om g &r sadan att Y &r kontinuerlig, finns det ingen generell formel som ger
titheten for Y, utan denna far beriknas fran fall till fall. Oftast dr det en god strategi
att borja med att férsoka bestimma fordelningsfunktionen for Y.

Exempel 7.1. Antag att X ir likformig pa [0, 1] och att Y &r arean av en rektangel
med sidorna X och 1 — X, dvs Y = X (1 — X). Da dr

1 1 1
P(X<>—y/>—y|=1-2{>—
+ ( =9 1 y) 1Y

Om g dr stringt vidxande eller stringt avtagande existerar inversen g~ - och
det gér att gora en generell berdkning av tdtheten av Y = ¢(X) (som alltsa &r
kontinuerlig i dessa fall). Antag att g &r stringt vixande. Da blir

Fy(y) =P(g(X) <y) =P(X < g7 '(y)) = Fx (97" (v))-
Genom att ta derivatan far vi att titheten for Y ges av

fr@) = Ffxg7 W)™ ().

En liknande beridkning da g dr stringt avtagande ger den generella formeln da g &r
inverterbar som

fory € [0,1/4].

1

Fr @) = Ffx(g  W)Ig™ W)l

Exempel 7.2. Antag att X ir likformig pa [0,1] och att Y = X3. Pa [0,1 &r
g(x) = 2® strikt viixande med invers g~ !(x) = z1/3, sa

fr(y) = %ﬂ/?a v e (0,1).

8 Vantevirden

Man siger att en foljd X1, Xo, ... av sv dr oberoende om alla handelser som &r ut-
sagor om olika variabler dr oberoende. Formellt betyder detta att X, X5 ... kallas
oberoende om det for alla méangder A1, As, ... av reella tal giller att hindelserna
{X1 € A1}, {X2 € As},... dr oberoende.

14



Antag nu att X1, Xo, ... dr oberoende och alla har samma diskreta fordelning
som X, och tar sina virden i virdeméngden Vx = {z1,z2,...,z}. For alla
x € Vochn =1,2,3,..., N,(z) vara antalet av X, ..., X,, som antar virdet
x. Man forvinter sig att om n dr mycket stort, sa blir N,,(z)/n ~ p(zx). Detta
innebidr att man forvintar sig att medelvdrdet av X7, ..., X,, blir approximativt
> wcv Tpx(x). Eftersom man forvintar sig att relativa frekvenser konvergerar
mot sannolikheter, bor denna approximation bli allt béttre ju storr n. Vi kan alltsa
se Y. xpx(z) som ett slag idealt medelvirde i det ldnga loppet. Detta ideala
medelvirde kallas for vantevdirdet av den sv som har den aktuella fordelningen.

Definition 8.1. Lat X vara en diskret sv med frekvensfunktion py. Vintevirdet
for X ges av
E[X] = Z xpx (z).

z€Vy

Om X ir en kontinuerlig sv med tithet fx ges vintevirdet av
[e.e]
E[X] = / xfx(x)dx.
—o

Definitionen forutsétter att summan respektive integralen dr vildefinierad, vilket
kriveratt ), v, [#|px(z) < oo respektive 25 |zl fx (@) da < oo,

Exempel 8.2. Spela pa svart i Roulette. Antag att px(—1) = 19/37 och px (1) =
18/37. Da ar E[X] = (—1)19/37 + 1 - 18/37 = —1/37. Man gar alltsa back i
genomsnitt 1/37 marker for varje satsad marker.

Exempel 8.3. Lat X vara antalet klavar vid fyra oberoende rittvisa slantsinglingar.
Vi sig tidigare att p(0) = p(4) = 1/16, p(1) = p(3) = 1/4, p(2) = 3/8. Vi far
alltsa ) ) 5
= — 4)+ —(1 =2
16(0+ )+4( +3)+8
I det sista exemplet ovan, var frekvensfunktionen symmetrisk och vintevirdet
blev just symmetripunkten. Mer generellt dr vintevérdet tyngdpunkten for frekvens-
funktionen. I det kontinuerliga fallet blir vintevirdet tyngdpunkten for titheten.

E[X] — 9.

Exempel 8.4. Vintevirdet av ett tdrningsslag. Lat X vara vérdet av ett tdrningsslag.
Da iér frekvensfunktonen px (z) = 1/6, x = 1,2, 3,4,5,6. Av symmetri ser vi di-
rekt att E[X] = 3.5. Mer generellt om px(z) = 1/n, x = 1,2,...,n, har vi
E[X]=(n+1)/2.

Exempel 8.5. Om X ~ likf[a, ], &r titheten symmetrisk och vi ser att E[X] =
(a+0)/2.
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Exempel 8.6. Lit X ~ 1ikf[0, 1]. och 1at A vara arean av en kvadrat med sidan X,
dvs A = X?. Fordelningen av A far vi via fordelningsfunktionen:

Fala) = P(X < va) = va.
Titheten ges alltsd av derivatan f4(a) = 1/2y/a. Didrmed dr vintevirdet

1
E[A] = 1/0 /T =

1
3

Om X ir kontinuerlig och endast antar positiva vérden, finns det en anvidndbar
formel for vintevirdet, baserad pa fordelningsfunktionen.

2

Proposition 8.7. Antag art Vx C [0,00). Om X dr kontinuerlig gdiller att
E[X] = /000(1 ~ Fy(a))dz = /OOO P(X > z)dz.
Om X dr diskret och Vx C {1,2,...} gdller
E[X] = iP(X >n) = i}P’(X >n).
n=1 n=0

Bevisen fas genom att byta integrationsordning eller summationsordning. T det
kontinuerliga fallet ser det ut som foljer

/OOOIP’(X > z)dr = /OOO /:O fx(t)dtdz = /Oi yfx () /Ot dx dt = /OOO tfx(t)dt

Exempel 8.8. Se pa forra exemplet. Dir var Fu(a) = sqrta, sa E[A] fol(l -
sqrta)da = 1/3.

Exempel 8.9. Lat X vara antal tirningsslag tills forsta sexan kommer. D4 giller
P(X >x)=(5/6)" saE[X] =2 ,(5/6)" =6.

L4t oss nu for en tredje gang titta pa exemplet A = X2, X ~ 1ikf[0, 1]. Vi hade
1 1 /1
E[X?] = E[4] = / x fa(x)de = 2/ Vzdz.
0 0
Genom att gora substitutionen x = t2 blir detta
1
E[X?] = / t2dt.
0

Vi hade alltsd A = g(X) = X? och fick E[g(X)] = [;° g(t)fx(t)dt. Finns det
ett monster har? Ja faktiskt. Detta resultat dr kint som den omedvetne statistikerns
lag.
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Sats 8.10. Ldr g : R — R. Om X dr kontinuerlig gdller att

E[g(X)] = /OO g(z) fx (2)da.

Om X dir diskret:
Elg(X)] = Y g(z)fx(x).
zeVx

Bevis. Vi tar det diskreta beviset och ldamnar det kontinuerliga fallet som
ovning. Sétt Y = ¢g(X). Da ér

EY]= Y yPY=y)=> > yPX=2)= ) ga)PX =uz).

yEVy yeVy 2€Vx:g(z)=y z€Vx

I ett av exemplen ovan sdg vi att om X ~ likf[0, 1] och g(x) = z2, s& var

E[g(X)] = 1/3, medan E[X] = 1/2, sd att g(E[X]) = 1/4. Det r alltsa inte i
allménhat sant att E[g(X)] = g(E[X]), vilket man kanske skulle kunna lockas att
tro.

Exempel 8.11. Lat X vara likformig pa [0, 1] och

1, ©>2/3
g(x):{ 0, ©<2/3

Har ar .

1
E[g(X)] = /0 g9(x) fx(x)dx = /2/3 dr = %

Vi noterar att E[X] = 1/2, sa g(E[X]) = 0.
Exempel 8.12. Lat g vara som i exemplet ovanfor och lat X ha tithet f(z) = 2z,
0<z<1. Vifar

1 1
Elg(X)] = /0 9(z) f(z)dx = /2/3 2z dx = %(1 —(2/3)%) = Zi;

8.1 Oandliga vantvirden

Kom ihag att for att viintevirdet av den kontinuerliga svien X, kriver viatt [ |z|fx (2)dz <
00, med mostsvarande summeringskrav for diskreta sv. Detta kriver vi for att vi
annars skulle kunna raka ut for att vi skulle fa

E[X] = /000 of (x)dz — /0 (—2) f(2)dz = o0 — 00 =7

—00
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Om nu X > 0, finns inte den andra termen och det moter inga problem att om den
forsta termen dr oo, helt enkelt definiera E[X] = co. Kort sagt: Om X > 0 later
Vi E[X] = [;* x fx(x)dx oavsett om detta blir &ndligt eller oéindligt.

Exempel 8.13. S:t Petersburgsparadoxen/Dubbling vid slantsingling. Antag att vi
sdtter 1 kr pa att en slantsingling ska bli klave. Om vi forlorar, dubblar vi insatsen
till 2 kr till nésta kast. Om vi forlorar igen, dubblar vi till 4 kr etc. Med denna
strategi vet vi att vi forr eller senare kommer att vinna, och nér vi gér det kommer
vi att vinna tillbaka alla pengar vi satsat plus en krona. L& X vara antalet forlorade
kast innan man vinner. D& &r P(X > k) = 2%, sS4 E[X] = Y22, 27% = 1. Ldtnu
Y vara antal forlorade kronor fore forsta vinsten. D4 dr Y = 2% — 1 s vi far

o9}

E[Y] = i(zk —DP(X =k) =) (2" -1)27" " =0,
= k

k=1 =1

8.2 Varians

Vintevirdet av X dr alltsa tyngdpunkten hos X:s tithet/frekvensfunktion. Det
sdger vad medelvirdet av upprepade oberoende observationer av X nédrmar sig,
men siger ingenting om hur mycket X tenderar att avvika fran detta. Ett matt pa
denna avvikelse dr variansen av X.

Definition 8.14. Lat X vara med dndligt vintevirde p. Da ges variansen av X av
Var[X] = E[(X — p)?].
Standardavvikelsen ges av
Std[X] = /Var[X].

Notera att variansen kan vara odndlig. Man kan fraga sig varfor man inte
anvinder sig av E[| X — u|] som matt pa avvikelse. Svaret ér att det rent matematisk
ir betydligt enklare med kvadratavvikelsen.

Genom att utveckla kvadraten i definitionen av varians, foljer att

Var[X] = E[X? — 2uX + p?] = E[X?] — 2
Denna likhet gar ibalnd under namnet Steiners formel och sager alltsa att

Var[X] = E[X?] — E[X]?.
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Exempel 8.15. Lat X ~ likf[a, b]. Vi har redan sett att E[X| = (a + b)/2. Vidare

ar
1 b
E[X?] = b—a/a z2dx.

enligt Steiners formel &r alltsé

I b)? b—a)?
Var[X]:b/ a:2dx—(az) :...:( 12@).
—a,

Standardavvikelsen blir dirmed (b — a)/v/12.

Foljande resultat géller for alla sv X och konstanter a och b

E[laX + 0] = aE[X] + b.

Detta dr uppenbart fran definitionerna av vinteviarde och har redan anvints, till
exempel till beviset av Steiners formel nyss. Det géller ocksa att

Var[aX + b] = a*Var[X].
Detta inses av foleljande, dér u = E[X],
Var[aX +b] = E[((aX+b)—(ap+b))?] = E[a*(X —p)?] = a®E[(X —p)?] = a*Var[X].
Foljande tva resultat dr av mycket stort teoretiskt intresse.

Markovs olikhet. Antag att X > 0. Da giller att

E[X
IP’(XZa)gg.
a
Bevis. Lat
0, z<a
g(:U): 1, z>a

Dair g(X) < X, sa E[g(X)] < E[X] (6vortyga dig om att du kan visa att Y <
Z = E[Y] <E[Z]). Men E[g(X)] = aP(X > a),sa E[X]| > aP(X > a), som
oOnskat. O

Chebyshevs olikhet. For alla sv X med éndligt vantevirde p och alla € > 0,
giller att

Var[X]
PX > o) < Vo

Bevis.

E[(X — w)? _ Var[X]

=P(IX —pl 2 ) =P(X —p)° 2 ) < = :

dir olikheten foljer av Markovs olikhet. O
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Exempel 8.16. 1Q. Om intelligenskvoten hos den svenska befolkningen i genom-
nitt dr 100, med en standardavvikelse pa 15, ge en Gvre skattning av andelen av
befolkningen som har IQ pa 6ver 200.
Lat X vara IQ hos en pa mafa vald svensk person. Enligt Chebyshevs olikhet

far vi
Var[X] 157

1002 1002
(I sjdlva verket #dr denna andel betydligt mindre &n sa. Vi kommer att komma
tillbaka till dettta exempel.)

P(X > 200) < P(]X — 100 > 100) < = 0.0225.

9 Speciella fordelningar

9.1 Indikatorer
Om A C S dr en hiindelse, kallas den stokastiska variabeln 74 given av

1, ued
IA(U):{O ug A

for indikatorfunktionen for A. Det r uppenbart att E[I4] = E[I3] = p och ddrmed
ocksé att Var[l4] = p(1 — p).

9.2 Binomialfordelning

Detta har vi redan sett i en del exempel. Antag att ett slumpférsok upprepas n
ganger, oberoende upprepningar. Om A &r en hindelse med sannolikhet p till ett
av dessa slumpforsok och X dr antalet ggr som A intréffar bland dessa n forsok,
sdager vi att X dr binomialfordelad med parametrar n och p. Ett annat sitt att
uttrycka detta ar foljande. En viss slant visar klave med sannolikhet p vid ett kast.
Antag att vi singlar en slant n ggr och later X vara antal kast som ger klave. Det
ir uppenbart att vi kan skriva X = Z?zl Ip, dir By, ..., B, ir oberoende och
B; dr handelsen att vi far klave vid kast nummer 7. Pa kortform skriver man X ~
Bin(n, p). Notera att X ~ Bin(n,p) = n — X ~ Bin(n,1 — p).
Den exakta frekvensfunktionen ges av

px(k) = (Z)pk(l -p)"

Lat oss berikna E[X]:
- n e " /n—1 _ e
E[X]sz<k>pk(1—p) ’“anZ(k_ka Y1—p)" ™ =np
k=0 k=1



dar den sista likheten foljer av binomialsatsen. Man kan ocksa visa att
Var[X] = np(1 — p).
Vi aterkommer tll det.

Exempel 9.1. Antag att lag A och lag B méts i bist av sju matcher. Styrkeforhallandet
mellan lagen &r sa att A har 60% chans att vinna en given match. Vad &r san-
nolkheten att A vinner matchserien?

Lat X vara antalet matcher som B vinner. Vi kan anta att alla sju matcher alltid
spelas, dven om det i sjédlva verket dr sa att man slutar sa fort nagot lag vunnit fyra
matcher. Da ar X ~ Bin(7,0.4). Vi soker P(X < 3).

3 3

P(X<3)=) P(X=Fk =) <Z>0.4k0.67_k ~ 0.71.

k=0 k=0

Svaret 4r alltsa att det #r cirka 71% chans att A vinner machserien.

9.3 Gemetrisk fordelning

Betrakta en foljd av oberoende slantsinglingar, sidana att varje kast ger klave med

sannolikhet p. Om vi sitter X till antal kast till och med den forsta klaven, far X

virderum {1, 2, 3,...} och frekvensfunktionen
px(n) = p(1 —p)"~

eftersom att fa klave for forsta gangen i kast nummer n kriaver att kast 1,...,n—1

alla ger krona och kast nr n ger klave. En sv med denna fordelning kallas ge-

ometriskt fordelad med parameter p, pa kortform X ~ Geo(p).

Exempel 9.2. Som en fortséttning pa det forra exemplet, 1at Y vara antalet matcher
man behover spela innan B vinner sin forsta match. Da dr Y ~ Geo(0.4) och vi
har till exmpel att P(Y = 3) = 0.4 - 0.6% = 0.144.

Vintevirdet for den geometriska fordelningen ges av

> d d1l 1
E|X] = np(l —p)" 1 = —p— 1—p)t=—p—-=-.
X]=3 (1 -p) 0P =P
Man kan ocksa visa att )
—p
Var| X| = .
[X] e

Denna berédkning sparas till senare.
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Exempel 9.3. Spela 100 rader pa Lotto varje veacka tills du far sju ritt for forsta
gangen. Antalet veckor, X, man maste spela innan man vinner dr geometriskt
fordelad med parameter p, dér p dr sannolikheten att fa sju ritt en given vecka. Vi

har
L 10
()

Detta ger bl.a. att
(7)
E[X] = ~£ ~ 153809.
[X] 100

I genomsnitt far man allta vinta i 153809 veckor, dvs ca 2950 ar.

9.4 Poissonfordelning

Denna fordelning &r titt sammankopplad med exponentialférdelning, som vi strax
ska gd igenom. Man séger att X #r Poissonférdelad med parameter A (ett positivt

tal), om
AR
IP(X = k) =€ E,
och skriver pa kortform X ~ Poi(A). En naturlig tolkning aterkommer vi med
senare. Ett viktigt faktum &r att om p dr mycket litet och n mycket stort, géller att
X ~ Bin(n, p) medfor att X dr approximativt Poissonfordelad med parameter np.
Fran detta anar vi att E[X] = A. Mycke riktigt, med hjilp av Taylors fomel:

EiX] — e S kN —ae S ML
[X]=e kzzok!_ ° Z(k:—l)!_

Den typiska Poissonfordelningen uppstar nidr man betraktar antalet av nagon typ
av ovanliga hédndelser under en viss idsperiod, t.ex.

k=0,1,2,...

e antal jordbdvningar 6ver 7 pa Richterskalan per ar i varlden,

e antal trafikolyckor per ménad i Vistra Gotaland,

e antal lungcancerfall per ar i Stockholm,

e antal hundéigare man méter under sin kvéllspromenad i joggingsparet,
etc.

Exempel 9.4. Pa en enslig skogsvig passerar i genomsnitt 5.3 fordon per dag. Vad
ar sannolikheten att hogst tva forden passerar en given dag? Hir verkar det rimligt
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att anta att antal fordon, X, dr Possonférdeld och parametern maste vara A = 5.3.
Svaret #r alltsa

5.32
P(X <2)=e 531453+ — )~ 0.102

For att beridkna variansen for Poissonfordelningen beridknar vi
2 NEe RSy 2
EXY=E[X(X -1)+X]=e Zk(k—l)ﬁ+zﬁ =24\
k=0 k=0
pé samma sitt som for véintevirdet ovan. Alltaso blir
Var[X] = E[X?] — E[X]? = \.

Exempel 9.5. Sverige har ca 10 miljoner invanare och ca 300 dodsfall per ar i
trafiken. Om en ménniska lever i 100 ar, sdvida hon inte omkommer i entrafikoly-
cka innan dess, vad ir risken att en given person kommer att do i just en trafikoly-
cka.

Antalet dodsolyckor X per person och 100 ar &r rimligt att anta #r Poissonférdelad
med parameter 100 - 300/107 = 0.003. Vi fair P(X = 0) = ¢~ %09 ~ 0.997.
Risken att do just i en trafikolycka ér alltsé approximativt 0.3%.

Nu gér vi over till att se pa ndgra speciella kontinuerliga fordelningar.

9.5 Exponentialfordelning
Antag att X dr en kontinuerlig sv med tithet
fx(x) = e M x> 0.

Da sidgs X vara exponentialfordelad med parameter A (A > 0), kortform X ~
exp(\). Sadana stokastiska variabler uppkommer typiskt som livslingden hos ting
som inte aldras. Exempelvis

e livslidngd hos elektriska komponenter,
o tid till sonderfall av en radioaktiv atomkirna,
e tid frén nu till nésta jordbdvning.

Vi har, via partiell integration,
[e.e] o0 1
E[X] = / \ze Mdr = / e Mdy = —.
0 0 A
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Vidare ir, enligt den omedvetne statistikerns lag,

o 2
E[X?] = / eZe M dg = 2
0

Diarmed bli variansen

2 1o, 1
e Q=
Exempel 9.6. Livslinden hos en LED-lampa anges till 10 ar, vilket betyder att
véntevérdet av livslangden &dr 10 ar. Vad dr sannolikheten att en given lampa haller
i minst tio ar?

Det dr rimligt att anta att livsldngden X &r exponentialfordelad med vintevirde
1/A =10,dvs A = 1/10. Vi far

Var[X] =

P(X >10) =P(X > 1/)\) = A/ e Mdr =et ~0.37.
/A

Det dr alltsa sa att av lamporna ifraga 4r det en andel pa ca 37 procent som verkligen
héller i minst tio ar.

Skriv G(z) = 1—Fx(x) = P(X > x). Dennakallas for X :s 6verlevnadsfunktion.
Om X ~ exp(\), far vi

G(z) = / e My = e

(sd Fx(x) = 1 — e~*.) Det foljer speciellt att G(z + y) = G(x)G(y). Detta ger

G(x+y)
G(y)

Detta dr den s.k. glomskeegenskapen hos exponentialfodelningen; det som har ex-
ponentialfordelad livslidngd aldras inte. Finns det andra fordelnngar som har denna
egenskap, dvs egenskapen G(z + y) = G(z)G(y) for alla z,y? Om denna likhet
géller sa foljer att

PX >z4+ylX >y) = =G(z) =P(X > ).

Gx+y) —Gx)

Y )
Genom att lata y — 0, foljer att G'(z) = CG(x), dir C = G’(0). Den unika
l6sningen med G(0) = 1 for denna differentialekvation ir G(z) = =%, dvs

en exponentialférdelning. Svaret #r alltsa att exponentialfordelningen 4r den enda
fordelning som har glomskeegenskapen.
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Exempel 9.7. Om man &r observant ser man att exponentialfordelningen dr mycket
lik den geometriska fordelningen, med skillnaden att den ena &r kontinuerlig och
den andra diskret. Om X ~ exp(\) och Y = [X], giller

k
P(Y = k) = / Ne™Mdy = M — e = (1 — e (e
k—1

dvs Y ir geometriskt fordelad med parameter 1 — e ™.

Kopplingen, som redan ndmnts, mellan exponentialfordelningen och Poissonfordelningen,
gar via den s.k. Poissonprocessen. Antag att tidpunkterna 77,75, ... dr de tid-
punkter da vi registrerar en impuls, dvs att en viss hédndelse intriffar, t.ex. en
trafikolycka. Antag vidare att 71,75 — 11,13 — I, dr oberoende och alla ex-
ponentialférdelade med parameter A. Da sidgs tidpunkterna 77,75, . .. utgora en
Poissonprocess med intensitet \.

Om X (t) dr antal impulser fore tiden ¢, dvs X (t) = #{n : T,, < t}, giller att
X (t) ar Poissonfordelad med parameter At. Vi dterkommer med ett bevis av detta.

9.6 Normalfordelningen

Den stokastiska variabeln X sigs vara normalfordelad med parametrar ;. och o2,
pé kortform X ~ N(yu, 0%), om den hir titheten

1 _(a-p)?
fx(x) = e 37 ,zeR
o\ 27

Denna tithet har den karaktiristiska klockformen och dr symmetrisk kring p, av
vilket det foljer att E[X] = p. Normalfordelningen dr mycket vanlig, tack vare
den centrala griansvirdessatsen (kommer senare).

Om Z ~N(0, 1), kallar man Z for standard-normalfordelad och Z har da alltsa

tithet 1
_ —x2/2
T) = e .
fZ( ) V2T

Vi har, som redan papekats, att E[Z] = 0. Vidare &r

Var[Z] = E[Z?] = /_OO :c?\/%

:/ L e T2 = 1

oo V2T

e~/ 2y

dir den andra likheten foljer av partiell integration.
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Proposition 9.8. Om Z dr standard-normalfordelad, dr X = o Z+p normalfordelad
med parametrar yi och o2, Vice versa om X ~ N(u,0?) dr (X — p)/o standard-

normalfordelad.

Bevis.

(z—p)/o u (u—p)?
P(X <) = P(X < (z-p)/o) = L2y = / 12d
™

o V2r

som Onskat, via substitutionen v = oz + p. Andra delen helt analogt.

Standardbeteckning for tithaten i standard-normalférdelningen &r

o(x) = ! e /2,

Motsvarande fordelningsfunktion betecknas med ®, dvs

®(x) =/ \/12?6”2/20&.

Som konsekvens av detta och propositionen nyss, giller for X ~ N(u, o2

Fy(z) = o~ ; .

O

) att

Enligt propositionen ovan, dr det bara funktionen & man behover veta for att
berikna alla sannolikheter som har att géra med normalfdrdelade sv. Funktionen
® finns i tabeller och som funktion i matematisk mjukvara av alla former. Ofta
4r man intresserad av ® !, dvs av s.k. percentiler i standard-normalfordelningen.
(Generellt giller att om X har fordelningsfunktion F' och F(z) = «, dvs z =
F~!(a), kallas x fér a-percentilen for X eller for F'.) Négra intressanta och vanligt

anvinda percentiler for ® &r
~1(0.95) ~ 1.64,
~1(0.975) ~ 1.96,
~1(0.995) ~ 2.58,
X

0.9995) ~ 3.29.

Om Z ~ N(0,1) ar alltsa tex. P(Z < 1.96) = 0.975 och, eftersom ®(—x) =

1— ®(z), P(|Z] < 1.96) = 0.95.
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Exempel 9.9. 1Q igen. Antag att IQ hos en pa mafa vald svensk &r normalfordelad
med vantevérde 100 och standardavvikelse 15. Hur stor andel av befolkningen har
da en IQ pa 6ver 200?

L4t X vara IQ hos vér pa méfa valda person. Vi har tydligen att X ~ N(100, 152).
Da blir

P(X >200) = 1 — ®((200 — 100)/15) = 1 — ®(6.67) ~ 1.3 - 10711,

Detta virkar alltsa vara mycket osannolikt att ndgen sa intelligent svensk nagonsin
kommer att existera. Notera dock att nér storheter antas vara normalférdelade ar
detta nistan alltid en approximation och speciellt kommer berdkningar som ger
mycket sma sannolikheter sillan att vara goda approximationer.

Exempel 9.10. Antag att X dr vikten av en burk Abbas fiskbullar angiven till 250
gram. Vad &r risken att man far tag pa en burk med mindre 4n 245 gram om vikten
ar normalfordelad med vintevirde 250 och standardavvikelse 3 gram? Svaret dr

P(X < 245) = ®((245 — 250)/3) = 1 — ®(5/3) ~ 0.048

enligt tabell.

10 Felintensiteter

Kom ihag att 6verlevnadsfunktionen for en stokastisk variabel 7' > 0 definierades
som G(t) = P(T > t). Om X dr kontinuerlig och har tithet f s definieras
felintensiteten eller dodsintensiteten for T' som

f(t)

r(t) = @

En tolkning av felintensiteten &r att
P(T € (t + At)|T > t) = r(t)At

da AT dr mycket litet. Vi har redan sett att om 7" 4r exponentialfordelad med pa-
rameter )\, sd dr r(¢) konstant lika med A. Att ha konstant felintensitet dr ekvivalent
med att ha glomskeegenskapen, dvs T #r da livsldngden for ndgot som inte aldras
och heller inte ”foryngras”. Om 7 istillet dr livsldngd for ndgot som aldras, t.ex.
minniskor och djur, kommer r(¢) att vara vixande i ¢, medan om 7 till exempel &r
kotiden i vissa kosystem, kan r(t) mycket vil vara avtagande i ¢.
Om man kénner r(t), kan man berdkna G(t) fran detta via
d

r(t) = -2 G()
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s att .
G(t) — e Jo r(s)ds’

dvs felintensiteten bestimmer fordelningen for 7'

Exempel 10.1. Lat X vara likformig pa [0, 1]. D4 blir

r(t) = é((tt)) - 1#_75 te(0,1).

Vi ser att i detta fall dr r(¢) vixande i ¢.
Exempel 10.2. Antag att G(t) = 1/(1+t)2. Dablir f(t) = 2/(1+t)3 och déirmed

2
=1

som alltsa i detta fall blir avtagande i t.

Om T har egenskapen att r(¢) dr strikt avtagande i ¢, sé sédger man att 7" har en
tungsvansad fordelning.

11 Bivariata och multivariata foerdelningar

Lao S vara ett utfallsrum och X,Y : S — R vara tvao stokastiska variabler.
Paret (X, Y") kallar vi for en (taodimensionell) stokastisk vektor. Naer man skriver
P(X € A,Y € B) menar man sannoliheten att baode {X € A} och {Y € B}
intraeffar, dvs

P(X €AY eB) =P{ueS: X(u)eAtn{ueS: :Y(u) € B}).
Den bivariata eller gemensamma fordelingsfunktionen for (X,Y") ges av
F(x,y) = Fixy)(z,y) =P(X <z,Y <y).
Denna karaktaeriserar hela férdelningen for (X, Y"), exempelvis faor man
P(X € [a,b],Y € [¢,d]) = F(b,d) — F(b,c) — F(a,d) + F(a,c).
Observera att

Fx(z)=P(X <z,Y <o0) = F(z,00) = lim F(x,y)

Yy—00

och Fy (y) = F(o0,y). Dessa tvao kallas for (férdelningsfunktionerna for) marginalférdelningarna

for X respektive Y.
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11.1 Diskreta stokastiska vektorer

Om V| x,y) dr éndlig eller uppréknelig, kallar man (X, Y") for en diskret stokastisk
vektor. Notera att

Vx ={z:3y: (z,y) € Vixv}

och analogt for Vy- och att Vi x y) € Vx X Vy.
Den bivariata frekvensfunktionen ges av

p(x,y) =pxy)(r,y) =P(X =2,Y =y), (z,y) € Vixy)
Nagra uppenbara samband 4r
e F(a,b) = Z(w,y)ewx’y):mga,ygbp(x’ Y),
* px(®) = e, P(T,Y),

b pY(y) - ZxEVX p(x, y)'

Exempel 11.1. Sla en bld och en gul tirning. Lat X vara antalet 6gon som den
gula tdrningen visar och 1at Y vara summan antalet 6gon som de tva tdrningarna
visar. Da blir Vy = {1,2,3,4,5,6}, Vy = {2,3,...,12} och V(x y) = {(z,y) €
Vx x Vy : 2+ 1 <y < x4+ 6}. Om tirningarna dr symmetriska far vi

1
p(SU,y) = %7 (l‘,y) € ‘/(X,Y)'

11.2 Kontinuerliga stokastiska vektorer

Den stokastiska vektorn (X,Y") sags vara kontinuerlig om det finns en funktion
f = fix,y) : R? = R, sidan att

a b
F(z,y) = / / f(z,y)dydz, a,b € R.
—o0 J —00

Man kallar f for den bivariata eller gemensamma tathetsfunktionen. Generellt
giller d for alla B C R? att

P((X,Y) EB)://B F(z,y)dz dy.

Det foljer speciellt att
IP’(XEA):IP’((X,Y)GAXR):// f(z,y)dy dzx
AJ—0
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av vliket man bland annat ser att marginalfordelningen t6 X har tithet

o0

fx(@) | f(z,y)dy
—iy
och analogt

lmwszﬂawm.

Exempel 11.2. Antag att (X,Y") har tithet ¢(z + 3y), 0 < z,y < 1. Vad &r
konstanten ¢ och vad &dr marginalférdelningarna for X och Y?
Vi har att

1—//RQf(:):,y)dxdy—c/ol/ol(x—i—Sy)dydx—2c

sd ¢ = 1/2. Marginalfordelningen for X har téthet

f (m)—/ll(x—l—i%)d —laz—i-;
X ~ )y 2 Y Z/*Q 1

ochforY,

1q 1 3
fy(y)—/o §(x+3y)dw—1+§y-

Exempel 11.3. Vilj en punkt pi méfa i enhetsskivan D = {(z,y) : 2> +y* < 1}.
Detta betyder per definition att tithiten f dr konstant pa D. Foratt [ [, f(x,y)dy dx =

1 krivs da att )

Marginalférdelningarna for X och Y édr av symmetri desamma och ges av

1422
fﬁ@:l/‘+ dy=2 V12 e (0.1).

T J i m
Vi noterar att X och Y kan vara kontinuerliga sv utan att (X,Y") dr kontin-
uerlig, 1at t.ex. X vara vilken kontinuerlig sv som helst och 1at X =Y.

12 Funktioner av flera stokastiska variabler

I detta avsnitt jobbar vi med funktioner av tva sv. Alla resultat har uppenbara
utvidgningar till fler @n tva variabler. Antag att X och Y, dr tva stokastiska vari-
abler (dvs (X, Y) dr en stokastisk vektor) och att g : R? — R ir en funktion. Vad
dr fordelningen for den stokastiska variabeln g(X,Y")? Preis som nir det giller
funktioner for en sv, finns det ingen generell formel, utan an far forsoka avgora
detta fran fall till fall.
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Exempel 12.1. Antag att (X, Y") ér likformigt férdelad pa enhestkvadraten [0, 1] X
[0, 1], vilket betyder att de har den gemensamma titheten f(z,y) =1,0 < z,y <
1. Lat A vara arean av rektangeln med sidor X och Y, dvs A = XY. Da ér

Fa(a) = P(XY < a) = P((X,Y) € B,)

dir B, = {(z,y) : 0 < z,y < 1,2y < a. Alltsa

1 rmin(l,a/z) 1
Fy(a) :/0 /0 dydx:/o min(1,a/z)dr = a — In(a).

enom att derivera ser vi att titheten for A blir
fala) = —In(a),0 <a <1.

Aven for funktioner av tva eller flera sv finns det en version av den omdevetne
statistikerns lag.

Sats 12.2. Ldt g : R? — R. Om (X, Y) dr en diskret stokastisk vektor med bivariat
[frekvensfunktion p gdller att

Eg(X, V)= > gl@yplxy).
(z,9)EV(x,y)

Om (X,Y) dr kontinuerlig med bivariat tithet f gdller

E[g(X,Y)] = //R2 9(x,y) f(z,y)dz dy.

Bevis. Lat oss gora det diskreta fallet. Da &r

Elg(X.Y)= >  zPg(X.Y)=2)
z€9(Vix,v))
= > =z > ple,y) = > gla,y)p,y).
ze9(Vixyy) (@w)€Vix,v)g(zy)== (z.9)eVix,v)

O

En direkt f6ljd av detta &r att viintevirdet av en summa dr summan av vintevirdena;
sétt bara g(z,y) = = + y.

Sats 12.3. Ldar (X,Y') vara en diskret eller kontinuerlig stokastisk vektor. Da dir

E[X + Y] = E[X] + E[Y].
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Exempel 12.4. Enklare sitt att berikna vintevirdet i binomialfordelningen. Lat
X ~ Bin(n, p). Dé kan vi tinka pa X som antalet klavar vid n oberoende kast, dér
varje kast ger klave med sannolikhet p. Vi kan da skriva

X = En: Ip,
=1

ddr B; dr hiandelsen att kast nummer ¢ ger klave. Vi vet att E[I,] = p for alla 7, s&
genom att summera ser vi att E[X| = np.

13 Betingade fordelningar

Lat (X,Y") vara en diskret stokastisk vekotor. Dé definierar vi

PY|X(y|~T) =P(Y =y[X =2x).

for alla (x,y) € V(x,v)- Per definition av betingad sannolikhet blir detta

p(x,y)
px(z)

Exempel 13.1. Lat (X,Y’) ha den bivariata frekvensfunktionen p(0,0) = 0.1,
p(0,1) = 0.2, p(1,0) = 0.25, p(1,1) = 0.45. Marginalférdelningarna blir
pz(1) = 1 —px(0) = 0.7 och py (1) = 1 — py(0) = 0.65. Da ir py|x(1|0) =
p(0,1)/px(0) = 0.2/0.3 = 2/3 och didrmed py|x(00) = 1/3. Vi far ocks4 till
exempel px |y (1[1) = p(1,1)/py (1) = 0.45/0.65 = 9/13.

PY\X(?JW =

Enligt totala sannolikhetslagen giller
py(y) = Z pyx (ylz)px (2).
reVyx
Exempel 13.2. Vad dr sannolikheten att man far summan 9 vid slag av tva tdarningar?

Lat X vara virdet som tdrning 1 visar och lat Y vara summan. D4 &r

- 1 1 1 1 1. 1
9 == 9 = — 0 O — _ _ )y ==,
py(9) =Y _pyix(Olz)px(z) sO+0+ ot ototo) =0

z=1

Kom ihag att man séger att X och Y &r oberoende om {X € A} och {Y € B}
ar oberoende for alla A och B, dvs om

P(X €AY e B)=P(X € A)P(Y € B)
for alla A och B.
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Sats 13.3. Om (X,Y) dr diskret géiller att X och'Y dr oberoende om och endast
om p(z,y) = px(x)py (y) foralla x € Vx ochy € Vy.

Bevis. Endast om-delen ér trivial, sa antag att p(z,y) = px(z)py (y) for alla
(,y). Da ér

P(X €AY €B)=> > plx,y) =Y > px(@)py(y)

reAyeB reAyEB
=Y " px(@) Y py(y) = P(X € AP(Y € B).
€A yeB

Exempel 13.4. Lat X och Y vara oberoende och bada med frekvensfunktion
px(7) = py(j) = j/6, j = 1,2,3. Vad blir den gemensamma frekvensfunk-
tionen? Vad blir P(X = j|X = Y).

Eftersom X och Y &r oberoende blir

ij
pli,j) = 54
fori,j € {1,2,3}. Vi far ocksa
, P(X =4Y = 32/36 g2
P(X =jiX =)= DA IYED SN T
P(X=Y)  12/36+22/36+32/36 14

Om (X, Y) dr kontinuerlig, dr det inte lika klart hur man ska definiera férdelningen
for Y givet X = x eftersom den senare 4r en handelse med sannolikhet 0. Man om
vi gor en overslagsriakning far vi

P(Y € B, X € (z,x + Ax))
P(X € (z,x + Ax))

P(Y € B|X € (z,x + Ax)) =

A
S T fydady [ fx,y)dy
Az fx(z) fx ()
f(z,y) dy
B fx(x)
Alltsa verkar det rimligt att helt enkelt definiera den betingade tiitheten av'Y givet
X =z som
f(z,y)
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Vi far da
P(Y € BIX = ) = /B Frix (lo)dy.

Observera att eftersom f(z,y) = fy|x(y|z)fx(z) blir
pven = [ [ rewii= [ 5@ [ pxtloda

_ /_ P(Y € B|X = ) fx(x)da.

Detta dr en kontinuerlig variant av den totala sannolikhetslagen; vi berdknar san-
nolikheter av utsagor om Y genom att betinga pa X och integrerar istillet for att
summera. Notera ocksé att vi har f6ljande variant av den totala sannolikhetslagen.

o0 o
o) = [ fade= [ frixio) fx (o).
Vi ser att X och Y dr oberonde om och endast om f(z,y) = fx(z)fy (y) for
alla (z,y). Detta dr ekvivalent med att fx|y (v|y) = fx(z) for alla (z,y).

Exempel 13.5. Antag att (X, Y') #r likfirmigt férdelad pa enhetsskivan D = {(z,%); 2%+
y? < 1}. Tetttidigare exempel sag vi att f(z,y) = 1/7 och fx(z) = (2/7)V1 — 22
for (z,y) € D. Vi farda

1/7 1
frix(yle) = O i Y=, —V1-2?<y<V1-a?

dvs givet X = x dr Y likformigt fordelad pa intervallet [—v/1 — 22, v/1 — 22].

Exempel 13.6. Vilj X likformigt pa [0, 1] och sedan Y likformigt pa [0, X]. Vad
blir den bivariata tdtheten?
Har dr ett fall dir fy-|x (y|x) dr littare att forsta &n f(z,y). Vi far

S

Vad #r sannolikheten att Y < X2?

IP’(YSXz):/;IP(Y§x2\X:m)fX(a:)dx:/01/0x 1dydac

1
1
:/ zdr = —.
0 2
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14 Oberoende stokastiska variabler och stora talens lag

Proposition 14.1. Om X och Y dr oberoende stokastiska variabler, gdller
(a) E[XY] = E[X]E[Y],

(b) Var[X 4+ Y| = Var[X] + Var[Y].

Bevis. Antag att X och Y &r kontinuerliga. Det diskreta fallet dr analogt. Det
giller enligt den omedvetne statistikerns lag att

BxY) = [[ oyt pdedy = [ [ aufsfr )i, ay

- / £ (2)de / yfy (y)dy = E[X]E[Y).

For del (b), anviind (a) till att fa

Var[X + Y] =E[(X +Y — E[X] - E[Y])?]

(X —E[X])*] + E[(Y — E[Y])?] + 2E[(X — E[X])(Y — E[Y])]
(X —E[X])’] + E[(Y — E[Y])*] + 2E[X — E[X]|E[Y — E[Y]]
= E[(X — E[X])?] + E[(Y — E[Y])?] = Var[X] + Var[Y].

E

E

|

Naturligtvis generaliserar sig dessa resultat till att om X1, X5,
sa giller

..., X, droberoende,

E[X1 X5 X)) = E[XiE[X2] - - - E[X,)]
och

Var[X; + ...+ X,,] = Var[X;]| + ... + Var[X,,].

Exempel 14.2. Antag att X ~ Bin(n, p). D4 kunde man skriva X = Y "' | Ip,
dar de n indikatorfunktionerna dr oberoende. Vi ser att

Var[X] = nVar[Ig,] = np(1 — p),
ty Var[Ip,] = p — p* = p(1 — p).
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Exempel 14.3. Lat X, X5, ..., X,, vara oberoende och likafordelade med varians
o2 och vintevirde p. Lat X vara medelvirdet

1 n
X==-> X
s
D4 dr E[X] = p och

— 1
Var[X]| = —nVar[X;] = —
n

Fran det sista exemplet foljer

Sats 14.4. Stora talens lag (den svaga formen).

Lat X1, Xo, ... vara obeoroende och likafordelade med viinteviirde 1 och var-
ians 0% < oo. Skriv X, for medelviirdet av de n forsta X;:na. Det giiller for alla
€ > 0art

P(| X, —pl >€) =0

dan — oo.

Bevis. Enligt Chebyshevs olikhet 4r

- - Var[X,
B — gl > ) = (X — p)? > ) < L2
2

g
=750
ne

15 Betingade vantevirden

Om (X,Y) dr ett par av diskreta sv, definierar vi E[Y| X = z| som vintevirdet av
den sv som har samma fordelning som Y givet X = x, dvs

EY|X=a]= Y yP(Y =ylX=2)= > ypyxylz).
yeVy yeVy

Om (X, Y) dr kontinuerlig definierar vi

wazﬂ:/mywuwm@

Foljande resultat dr den totala sannolikhetslagen for betingade véntevirden.
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Proposition 15.1. Om (X,Y') dir diskret géiller
EY]= > E[Y|X =2P(X ==).
xeVx
Om (X,Y) dr kontinuerlig gdiller
o0
MH:/‘EMX:ﬂh@Mm
—0o0
Bevis. Vi gor det kontinuerliga fallet. Da har vi att integralen i hogerledet dr

| mwvix —alp@is = [ [ufxlod fx@de = [y [ fededy

—0o0

/thwy—EWL

|

Exempel 15.2. Lat X vara likformig pa [0, 1] och sedan Y vara likformig pa [0, X].
Vi sag tidigare att f(z,y) = %, 0<y<xz<l,sa

1
frt) = [ fagdy= [ Sdo =~
Y

Darfor blir
1

1 1 1
Hﬂz—/ym@@=2/y@=4
0 0

Enklare blir det dock med totala sannolikhetslagen, ty da far viatt E[Y | X = z] =

Z sa
1 ! 1
E[Y] = - dr = ~.
V=g [ wde=g

2

Vi definierar nu E[Y'| X] som den stokastiska variabel som har virdet E[Y | X =
x] d& X = x. Med andra ord dr E[Y|X = z] en funktion av X; om vi later
g(z) =E[Y|X = z] sadr E[Y|X] = ¢g(X). Antag att (X, Y) &r kontinuerlig. Da
har vi

E[E[Y]X]) = E[g(X)] = / o) fx (2)de

:/MﬂX:@&@M:EM.
Detta funkar lika bra i det diskreta fallet, sa vi har det generella resultatet

E[E[Y|X]] = E[Y].
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Exempel 15.3. Antag att X ~ Geo(p) och sedan Y ~ Bin(X,r). Da ér

r

E[Y] = E[E[Y|X]] = E[Xr] = .

Exempel 15.4. Lat [V vara en ickenegativ heltalsvird sv, oberoende av de stokastiska
variablerna X1, Xo, ..., daer E[X;] = p for alla ¢. Da far vi

N N
B[} Xi] = E[E[}  Xi|N]] = E[Np] = pE[N].

16 Kovarians och korrelation

Om X och Y aer tva sv, aer Cov(X,Y) ett matt pd hur X och Y samverkar.
Definitionen aer att

Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])]
Analogt med Steiners formel for varians, finns formeln
Cov(X,Y) =E[XY] - EX]E[Y].

Om Cov(X,Y) > 0 brukar man saega att X och Y aer positivt korrelerade och
om Cov(X,Y) < 0 talar man om negativt korrelation. Vi ser att om X och Y aer
oberoende, aer Cov(X,Y’) = 0. Det aer dock inte sant att Cov(X,Y) = 0 medfor
oberoende. Lat t.ex. ¢ vara likformig pa [0, 27] och ta X = cos¢ och Y = sin ¢.
Daaer E[X]| = E[Y] = 0 och

2w
E[XY] :/ costsintdt = 0.
0

Alltsé aer Cov(X,Y) = 0, men det tva stokastiska variablerna aer uppenbart inte
oberoende.
En uppenbar egenskap hos kovariansen aer att den aer bilinjaer, dvs

Cov(X,a1Y7 + a2Y2) = a1Cov(X, Y1) + a2Cov(X, Ys).

Andra uppenbara observationer aer att Var(X) = Cov(X, X) ochatt Cov(X,Y) =
Cov(Y, X). Att laegga till konstanter till X eller Y foraendrar inte kovariansen:
Cov(X 4+ a,Y +b) = Cov(X,Y). Foljande anvaendbara formel féljer av dessa
enkla observationer

Var[X + Y] = Var[X] + Var[Y] 4 2Cov(X,Y).

Vi observerar att mittermen aer 0 da X och Y aer oberoende.
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Exempel 16.1. Lat X och Y vara oberoende och likformiga pa [0,1]. Lat Z = XY

ochW =X +Y. Vifar

Cov(W,Z) = E[XY (X +Y)]-E[XY]E[X +Y] = E[X?Y]+E[XY?] -E[XY]
1 1 1

= 2E[X?E[Y] — E[X|E[Y] = 37112

Det aer ingen overraskning att dessa tva sv aer positivt korrelerade.

Sats 16.2. Schwarz olikhet. For alla stokastiska variabler X och Y gaeller att
E[XY]? < E[X?]E[Y?2].

Bevis. For allat € R gaeller att
0 <E[(X —tY)Y] = E[X?] — 2tE[XY] + t’E[V2].

Minimering m.a.p. ¢ ger att t = E[XY]/E[Y?] och saetter man in detta i uttrycket
far man

0 <E[X?] -2
som Onskat. O

En direkt konsekvens av Schwarz olikhet tillaempad pa X —E[X ]| och Y —E[Y]
ger
Cov(X,Y)? < Var[X]Var[Y].
Definition 16.3. Korrelationskofficienten for X och Y ges av
Cov(X,Y)

VVar[X|Var[Y]

Enligt vad vi just sag gaeller att —1 < p(X,Y’) < 1. Det galler ocksa att om
X och Y aer oberoende, medfor detta att p(X,Y) = 0. Man kan ocksa visa att
p(X,Y)=1omochendastomY = aX + b for ndgot @ > 0 och p(X,Y) = —1
om och endast om Y = a X + b for nagot a < 0.

Om p(X,Y) = 0, kallas X och Y okorrelerade. Vi har tidigare sett att detta
inte nddvaendigtvis medfor att X och Y aer oberoende.

p(X,Y) =

Exempel 16.4. Lat oss fortsaetta pa det forra exemplet. Vi hade att Cov(W, Z) =
1/12. Vi har ocksa att Var[W] = 2Var[X] = 1/6 och

Var[Z] = E[X*Y?] ~ E[XY* = E[X*[E[Y?] - (E[X]EV])’ = ;= = -

Saledes blir

B 1/12 B
pPXY) = (1/6) - (7/144) vo/T.
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En liten korrelationskofficient betyder som vi sett inte att beroendet mellan X
och Y aer svagt (aeven som sa oftast aer fallet). Daeremot betyder en till beloppet
stor kofficient ett starkt beroende. Ett saett att illustrera detta aer att se pa vad som
aer baesta linjaera prediktor av Y givet X: vilken linjaer funktion a X +b aer baesta
prediktor av Y i meningen att E[(Y — (az + b))?] minimeras? Antag att bdde X
och Y har vaentevaerde 0 och varians 1. Da aer Cov(X,Y) = E[XY]| =1, s4

E[Y?] = 2E[Y (aX +b)] + E[(aX + b)%] =1 — 2pa + a® + b*

vilket minimeras for a = p och b = 0. Baest linjaera prediktorn aer alltsa Y = pX.
Tillaempar vi nu detta pa (X — pux)/ox och (Y — py)/oy i det generella fallet
med vaentevaerden px och py och varianser 0'%( och 052,, far vi att den baesta
linjaera prediktorn av Y givet X aer

oy
py +p— (X — px).
ox

17 Summor av oberoende stokastiska variabler

Lat X och Y vara oberoende och Z = X + Y. Vad aer fordelningen for Z? Antag
att X och Y dr kontinuerliga. Da gaeller enligt totala sannolikhetslagen,

Fz(z) =P(X +Y < 1) = /OO P(t+Y < z|X = t)fx(t)dt

—0o0

_ /Oo Fy (o — ) fx (1)t

— 0o
Genom att derivera innanfor integraltecknet (vilket man kan visa aer OK under
enkla villkor pa fx och fy) foljer

o
o) = [ frla—nsx0.
—00
Hogersidan, som alltsa aer taetheten av X + Y, kallas ocksa for faltningen av fx

och fy (fran tyskans “faltung”. Pa engelska aer ordet “convolution”.) Notera att
om bade X och Y ir ickenegativa, ér faltningen

fz(x) = / fy(z —t)fx(t)dt.
0
Om X och Y ér diskreta far vi pa samma sitt for alla k € Vx 1y att

px+y (k) = > py(k—a2)px(a).

r:x€Vx k—xeVy
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Exempel 17.1. Lat X och Y vara virdena av tva tarningsslag. Da fér vi t.ex. att

1

6
e ®) = S0 pxt) = & =L
7=1

Exempel 17.2. Lat X ~ Poi(\;) och Y ~ Poi()\y) vara oberoende. Eftersom
dessa ofta modellerar antalen av nagra ovanliga handelser och &r oberoende, blir

summan antalet ovanliga hindelser av de tva sorterna tillsammans. Detta borde
betyda att X + Y ocksaé dr Poisson, med parameter A\; + Ao. Vi kollar

k k \k—d A
Py ()= D py (k= fpx(i) = e s e M S
=0 =0 J J
k
_ 1 k! C ke (A1 + Ag)F
_ (A1+A2) = k=7 _ (A1+X2) \ M 2
= e M1 2]{;!Z(k_j)!j!)\1)\2 — o~ (MitAe o

I
=)

J

precis som Onskat, dédr den sista likheten foljer av binomialsatsen.

Exempel 17.3. Om X och Y idr oberoende och normalférdelade med vaente-

vaerdesparametrar parametrar £ repsektive z och variansparametrar o7 respek-

tive o3 giller att X + Y are oberoende med parametrar ji; + 2 02 + 03. Att
kontrollera detta i det allmédnna fallet blir en bokig rdkning, men 1at oss gora det
i fallet iy = pz = 0 och 02 = 03 = 1. Vi far di via kvadratkomplettering i

exponenten, att

o0 1 2 1 2 1 o0 2 2
Fxay (@) :/ L @2 L g / o (t-1/2)2 024 4,
—o0 V21 s 27 J_ o

_ L on / T g L et
VA oo VT VAT

eftersom uttrycket under den sista integralen ér titheten foren N(1/2,1/2)-fordelad

sV.

18 Poissonprocessen

Vissa incidenter”, eller impulser intriaffar da och da i tiden. Det kan handla om
jordbdvningar, bilar som passerar pa en enslig vig, mal i en fotbolsmatch, etc.
Denna typ av processer dr ofta rimliga att modellera med Poissonprocessen. En
Poissonprocess definieras av att de tidpunkter 71, 7o, ... da impulser intriffar &r
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sadana att Ty = 7, To = 70 — 11, T3 = 73 — T» ... dr oberoende och exponen-
tialfordelade med samma parameter A. Denna parameter kallas for Poissonpro-
cessens intensitet. Man kan visa att for en sadan process giller att om X (s, t) dr
antalet incidenter i tidsintervallet (s, ), sa &r antalet impulser i disjunkta intervall
oberoende och X (s,t) dr Poissonfordelad med parameter A(¢ — s). Tiden 7,, da
den n:te impulsen intréffar, &r Gammafttrdelad med parametrar n och A. For att
visa detta, notera forst att pastdendet &r sant for n = 1 och anvind induktion och
totala sannolikhetslagen till att visa att

n—1 ;

_ (Az)?

P(r, >xz)=e —
( ) ;:0 i

som onskat. Detta finns som uppgift i Matlabhiftet. Av detta kan man direkt visa
att X (t) = X (0, t) ar Poissonfordelad, ty

P(X(t) = k) = P(Tk+1 > t) — P(Tk > t) =e M (/\]j')k.

Ett annat viktigt faktum &r sammanviigningsegenskapen: Om X (t) och Y'(t) dr
oberoende Poissonprocesser med intensitet A respektive Ao, dr X (¢) + Y'(¢) en
Poissonprocess med intensitet A1 + Ao. Detta foljar av att summan av tva oberoende
Poisson sv ér en Poisson sv, vilket vi nyligen sett. Notera att detta dr ekviva-
lent med det faktum att om X ~ exp(A1) och Y ~ exp()\2) dr oberoende, sé &r
min(X,Y) ~ exp(A; + A2). Detta pastidende kan ocksa ldtt bevisas direkt. Gor
gérna det.

Dessutom giller uttunningsegenskapen: Om X (t) dr in Poissonprocess med
intensitet A och Y () ges av att medrikna varje impuls for X med sannolikhet p,
oberoende for de olika impulserna. D4 &r Y (¢) en Poissonprocess med intensitet
Ap.

19 Momentgenererande funktion och centrala gransvardessatsen
Man definierar den momentgenererande funktionen (mgf) till en sv X, som
My (t) = E[eX].

Till exempel bli mgf till kontinuerliga fordelningar

Mx(t) = /00 e fx (x)da.

—00
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I det diskreta fallet far vi

Mx(t)= > e"px(x).

zeVyx

Vi noterar likheten med Laplacetransfomen; om X > 0 dr Mx(t) = Lf, (—t). I
ljuset av den observationen &r det ingen §verraskning att om man kénner till M x (t)
for alla s i en omgivning till 0, sa kdnner man ocksa till hela X :s fordelning.

Proposition 19.1. Om X och'Y dr oberoende, dir
Mx 4y (t) = Mx (t) My (t).
Bevis. Tack vare oberoendet giller
Mx 1y (t) = E[¢X )] = E[e'Xe!Y] = E[e"X]E[e!Y] = Mx (¢) My (t).
O

Man brukar kalla E[X™] for det n:te momentet till X. Detta forklarar varifran
den momentgenererande funktionen fatt sitt namn. Se ndmligen pa

M (t) = %E[etx | = E[XeX]

forutsatt att vi far derivera innenf6r vantevirdet, vilket man kan visa gar bra att
gora. Vi ser att om vi tar ¢t = 0, far vi

M%(0) = E[X].
Om man fortsitter att derivera ser man att generellt giller
M (0) = E[X™).

En fordel med mgf ér att det ibland gar betydligt littare att finna vad en fordelning
dr via den dn pa annat sitt.

Exempel 19.2. Lit X ~ N(u, 02). D4 ir, med hjilp av kvadratkomplettering,

1 1 2
Mx(t) =E[etX] = [ e ———e 2% ) dz
V2mro?

1 (e—(uto?e)?
2

1
:e“t+”2t2/2/e o2 dzx
V2ro?
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_ eut+02t2/2

ddr den sista likheten foljer av att uttrycket i integralen &r titheten for N(u +
o’t,0?).

Om nu X och Y &r oberoende och normalfoérdelade med parametrar tx, ag(,
wy och 0}2, ser vi att

2 42 2 42 2 52 \42
Mx+y(t) — ehxttoxt /2e,uyt+ayt /2 _ e(MX‘f‘MY)H‘(UX‘f'Uy)t /2

varur det foljer att X + Y &r normalfordelad med viéntevirde px + py och varians
Jg( + 052,.

En viktig generalisering av det faktum att mgf bestammer fordelningen dr att
om X1, Xo,...och X &r kontinuerliga sv galler att om My, (t) — Mx (t) for alla

t medfor att P(X,, < z) — P(X < z) for alla z.
Hir foljer ett av sannolikhetsteorins viktigaste resultat.

Sats 19.3. Centrala gransvardessatsen.
Lat X1, X9, X3, ... vara oberoende och likafordelade med p = E[X1] och
0? = Var[Xy]. Skriv S, = >_I | X;. Da gdiller for alla x att

P(W ga:> - ®(z)

dan — oo.

Med andra ord: en summa av manga oberoende likafordelade sv dr ungefir
normalférdelad med parametrar nu och no?, oavsett vilken fordelning véra sv har
i ovrigt. Mgf later oss ge en bevisskiss. For att forenkla, 1at oss anta att g = 0 och
o? = 1. Vi vill visa att mgf for Sy, /v/n gar mot My g 1)(t) = e!”/2. Det giiller att

Mg, ) a(t) = E[e"5/V") = Mg, (t/v/n) = Mx(t/v/n)".

Taylorutveckla My (s) kring O (forutsatt att detta géar bra) och fa

1
Mx(s) = Mx(0) + sM’%(0) + 552M§g(o)

=ldspt %32@2 +o¥) =1+ %Sz.
Detta betyder att
M, m(t) = (1+ %)n L et2
som Onskat.
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Exempel 19.4. Antag att det per ar i virlden intrdffar i genomsnitt 100 “stora”
jordbdvningar (6ver en viss magnitud). Vad dr en approximativ sannolikhet att det
ett givet ar ske mer @n 110 sadana jordbdvningar?

Det dr rimligt att anta att de stora jordbdvningarna kommer som en Poisson-
process, dvs tiderna 77,75, . .. mellan dem &r oberoende och exp(100)-férdelade.
Antalet jordbavningar pa ett ar dr da Poissonfordelat med parameter 100 och vi vill
veta sannolikheten att det blir fler &n 110 av dem. Detta blir en bokig utridkning. Ett
alternativ dr att observera att T' = 11 4. . .+ T 4r approximativt normalfordelad.
Eftersom de enskilda T;:na har véntevirde 1/100 och varians 1/10000 blir 7 cirka
normalfordeled med vintevirde 1.1 och varians 0.011. Alltsa blir

T7—-11 1-11 0.1

< ~O(————=) ~0.17.
v/0.011 \/0.011) ( \/0.011)

Exempel 19.5. Sl1a tirning 700 ganger. Vad dr chansen att fa minst 100 sexor?
Om X ir antalet sexor, dr X ~ Bin(700,1/6), sa

700
P(X > 100) = Z (720>(é)k(2)700k
k=100

P(T <1)=P(

vilket &r en jobbig utrdkning. Men
X=5L+DL+...+ I

dir I}, dr indikatorn att man far sexa i kast nummer k. Dessa indikatorer dr oberoende
och har vantevirde 1/6 och varians (1/6)(5/6) = 5/36. Enligt centrala grinsvirdessatsen
dr X alltsd approximativt N(700/6,3500/36) = N(350/3,875/9). Detta ger
X —350/3 S 100 — 350/3)
875/9 875/9
50 50
1—9( \/%) @(\/%) ~ 0.955.

I det nyss avslutade exemplet sag vi att for stort n dr Bin(n, p)-fordelningen
ungefir normal. Genom att resonera som i exemplet dessforinnan, ser man att da
A dr stort #dr Poissonfordelningen ocksa ungefir normal.

Centrala griansvirdessatsen fungerar i manga fall dven utan antagandet att de
stokastiska variablerna &r likafordelade. Man kan ocksa ibland sldppa villkoret pa
oberoende, men da med en justerad variansparameter. Sammantaget kan man séiga
att alla storheter som dr summor av manga sma bidrag tenderar att vara approxi-
mativt normalfordelade. Det dr da viktigt att komma ihdg att det dr just approx-
imativa normalf6érdelningar vi far och att approximationen ofta #r dalig 1angt ute
1 svansarna. Med andra ord, en mycket stor eller liten sannolikhet utridknad via
centrala gransvirdessatsen ér ofta en dalig approximation.

P(X > 100) = PP(
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20 Statistikteori

Lite 16st, kan man séga att skillnaden mellan sannolikhetsteori och statistikteori dr
att i den forra beriknar man sannolikheter utifran givna parametrar, medan man
i det senare fallet jobbar “bakldnges” i det att man utifran observationer forsoker
uppskatta parametrarna.

Definition 20.1. Om X, X»,..., X,, dr oberoende och alla férdelade som X,
kallas (X71,..., X)) for ett stickprov pa X (eller pa X:s fordelning).

Antag att X :s fordelning beror av en parameter 6, t.ex. X = 0 med sannolikhet
1 — 0 och 1 med sannolikhet 6§ eller X ~ Poi(#), eller ...

En funktion 6 = 6, av X 1,---,Xn kallas for en punktskattning av 6. Ob-
servera att 0 ir en stokastisk variabel, men efter man fatt viardet pad X1,..., X,
dvs nir stickprovet realiserats, far man forstas ett givet virde, ett estimat av 6.

Definition 20.2. Om E[] = 0 for alla 6, kallas 0 for en véntvéiirdesriktig (vvr)
skattning av 6.

Definition 20.3. Om P(|6,, — 6] > €) — 0 di n — oo, kallas 6,, for en konsistent
skattning av 6.

Proposition 20.4. Om 0,, ér vor och Var[én] — 0, dir 0,, konsistent.

Beviset dr en direkt tillimpning av Chebyshevs olikhet.

2

Exempel 20.5. Antag att X har vintevirde p och varians 02 < oo (dvs o2 &r

eventuellt okdnd men atminstone @ndlig) och att X1, ..., X, dr ett stickprov pa X.
Lat
1 <&
X=- Zl X;
1=

vara medelvirdet av observationerna. D ir E[X| = u och Var[X] = 0%/n — 0.
Det foljer att medelvérdet &dr en konsistent skattning av vantevirdet for alla X med
dndlig varians.

Om nu 6 #r en konsistent skattning, dr allt bra da? Nej, man ska snarare se
konsistens om ett minimikrav pa en bra skattning och vvar som Onskvirt.

Definition 20.6. Om hth och 0 drtva punktskattningar av 6 och det for alla 0 giller
att Var[f] < Var[0], kallas 6 mer effektiv n 0.

Se girna pa Sats 6 i boken om Fisherinformationen.

46



21 Skattning av varians

Léat X1,..., X, vara ett stickprov pd X med E[X] = p och Var[X] = o2, bida
okinda Man brukar skatta o> med

1 < —
2 Z 2
= X—X .
5 n_li:1( ! )

(Om y dr kiind, anviind skattningen (1/n)(X; — p)2.) Varfor n — 1 i nimnaren?
Det beror pa att X i sig ir en skattning, vilket gor att kvadratsumman tenderar att
bli mindre.

Proposition 21.1. Skattningen s> dr vvr for 0. Om ocksa E[X*] < oo dr den
dven konsistent.

Bevis. Det dr litt att se att

1 " —2
2 _ 2
¢ = n—l(ZXi —nX").
=1

Vi har E[YQ] =o%/n+ p?, s4

1

E[s%] = — (n(0® + 1) —n(o®/n+ p?)) = o”.
O

22 Konfidensintervall
Lat X1, ..., X, vara ett stickprov och 77 och T5 tva funktioner av data sadana att

P(Ty <0< Ty) =q.

Da kallas [T7, T5] for ett konfidensintervall for 6 med konfidensgrad q. Man skriver
ofta
T <0<T;(q)

Man ska observera att sannolikheten att intervallet ticker 6 giller innan data re-
aliserats. Om man fatt 77 = t1 och T = t dr pastdendet t; < 6 < to antingen
sant eller falskt, men vi vet inte vilket (@ dr ju en parameter och ingen stokastisk
variabel).
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Exempel 22.1. Lat X ~ Likf[0, 6]. Vi har p = 6/2, s 2X &r en vvr skattning av
f. Men & andra sidan vet vi ju att 6 > X(n) = max; X;. Vi har

P(Xm <) = (5)"

s& X () har tithet nz,, /0", sa

0
E[X(n)}zg;/o ede = 0.

Dérmed 4r dven "THX (n) €0 VVr skattning av 6. Man ser pd samma st att

Dérmed ar
n_ n? )02 ~ 1
n+2 (n+1)32

~ ﬁe?
Jimfort med 2X som har en varians som ir av storleksordning 62 /n ir detta bety-
dligt bittre.

Lét oss gora ett 95% konfidensintervall for ¢ baserat pi X ), dvs finna 77 och
T, som funktioner av X ,,) sddana att P(Ty < 0 < Ty) = 0.95. Da kan vi till
exempel vilja sd att P(T7 > 0) = P(Ty < 0) = 0.025. Vihar P(X(,,) < z) =
(2/6)™, vilket dr 0.025 da z = 0.025'/"0 och 0.975 di = = 0.975Y/"4. Vi far

Var[X(n)] = (

X <g< RO (95%).
0.9751/n — 7 = 0.0251/7

I boken har vi ett fall dir n = 10 och X,y = 8.69. Med denna information er
Ovriga data ointressanta. Vi far

8.71 <6 < 12.57
med konfidensgrad 95%.

23 Konfidensintervall for ;. i normalfordelningen

Antag att X1, ..., X, ir ett stickprov pd en N(y, 0?)-férdelning med kiind varians
men okiint . Man kan visa att den mest effektiva skattningen av y idr X, si det
verkar bra att basera sitt konfidensintervall pA X. Vi utnyttjar att \/n(X — p)/o ér
standardnormal, sa vi far som symmetriskt konfidensintervall

Y_’u<z

a/vn =
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med sannolikhet ¢ om z = ®~!((1 + ¢)/2). Genom att méblera om uttrycket ser

Vi att
o

NG (9)-
Om man vill ha ett t.ex. neddt begrinsat konfidensintervall, tas z = ®~1(¢) och vi
far

p=X=+z

— o
>X —z——.
> v

och ett uppat begrinsat konfidensintervall med konfidensgrad ¢ ges av
— o
<X —.
nw<X+z \/ﬁ
Nu ir det ju i de allra flesta situationer att dven o2 #r okind. DA ersitter vi o
med s2 och betraktar kvoten \/n(X — u)/s som nu inte dr normalférdelad utan
i stillet har en s.k. t-fordelning med n — 1 frihetsgrader. Denna férdelning finns

i tabeller. Den &r liksom standardnormalférdelningen symmetrisk kring 0, sa ett
symmetriskt konfidensintervall blir

— s
=X+z—
1 T (q)
dir z = Fti (1 +q)/2). Ett neddt begrinsat konfidensintervall fas som
— s
=X — 12—
p v (q)

dér z nu dr thi . (q) och motsvarande for ett uppdt begréinsat intervall.

Exempel 23.1. Man miter nétspanningen i ett vagguttag vid sju olika tillfdllen och
fick foljande (i volt)

230.7 226.9 228.8 232.2 227.3 227.0 229.1

Avvikelserna fran 230 volt dr uppbyggda av manga sma saker utanfor var kontroll,
sa det dr rimligt att anta att métdata var normalférdelade med oként véntevérde och
okind varians, p respektive 2. Vi har X = 228.9, s? = 2.014% och n = 7. Vi slar
upp i tabell for ¢g-fordelningen att z = th1(0.975) = 2.46, sa ett symmetriskt
konfidensintervall av konfidensgrad 95% é&r

2.014
w=2289=% 2.46L ~ 228.9=£1.9.

VT

Om vi hade antagit att vi kiinde till att 0> = 22 = 4 skulle vi fa

2
=2289+£1.96—= =228.9 £ 1.5.
H J7
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Vi anar att dd n — oo giller att thl (a) — ®!(a). Man kan ta som tumregel
att da n > 100 géller likhet hér.

Det dr naturligtvis ocksé intressant att gora skattningar och konfidensintervall
for o2. Detta kan man gora uitfran det faktum att (n — 1)s%/0? dr x2_-fordelad.
Hir ska vi dock noja oss med att punktskatta o med s.

24 Prediktion i normalfordelningen

Antag att o2 ir kiind, g okind och att vi har stickprovet X, ..., X, och vill
forutsidga vad nésta observation, Y = X, 11, blir. Nuédrjuy — X normalfordelad
med vantevirde 0 och varians o2 + o2 /n, dvs

Y-X N(0, 1
o(l+1/n) (0, 1).

Om vi later z = ®~1((1 + ¢)/2) far vi ett symmetriskt prediktionsintervall

Y =X+4z0 1—i—l
V n

med prediktionsgrad g. Som exempel kan vi titta pa det nyss avslutade exemplet
dér vi kan anta att 0 = 2 och far

Y =X 41.96-2-4/8/7=2289+4.2.

Nedan foljer nagra reflektioner kring bildande av konfidensintervall och predik-
tion i normalférdelningen.

e Normalfordelningsantagandet dr alltid fel, bara approximativt rétt. Sdmst
stimmer antagandet i svansarna.

e Tack vara centrala grinsvirdessatsen ir X “mer normal” #n data sjalva.
Aven detta dr dock sdmst i svansarna, s ju mer exterma sannolikheter vi
uttalar oss om, desto sdmre approximation.

e Om antagandet om oberoende #r fel kan konfidensgraden i sjalva verket bli
en helt annan 4n den vi tror.

e Det finns tester, s.k. goodness-of-fit-tester, for att kontrollera normalférdelningsantagandet.
Man kan ocksa kolla med normalférdelningsplot, se Matlabhiftet.
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25 Konfidensintervall for p i binomialfordelningen

Detta dr precis det problem man stills infor med opinionsundersokningar. Se pa
foljande exempel. Bland 10000 tillfragade sdger sig 8.4 % stodja partiet A. Vad
kan vi siga om A:s verkliga stod? Vi har data X1, ..., X, dir X}, dr indikatorn att
person nr k stodjer A. Vi baserar oss pa X, som blir den relativa frekvensen av folk
som siger sig stodja A. Eftersom n = 10000 dr X ungefir normal med vv p och
varians p(1 — p)/n. Om vi nu sitter z = ®~1((1 + ¢)/2) far vi det symmeriska

konfidensintervallet o
p=X=Ezyp(l-p)/n.

Nu dyker ju det okidnda p upp dven i hogerledet. Dérfor brukar man ersitta p med
X hir, sa att det symmetriska konfidensintervallet av approximativ konfidensgrad

¢ blir
p=X=+2/X(1-X)/n.

I vért exempel far vi X = 0.084, n = 10000 och z = 1.96 (for ett 95% intervall),
sé estimatet blir

p = 0.084 & 1.964/0.084 - 0.916/10000 = 0.084 = 0.0054.

Konfidensintervallet pa 95 % niva r alltsa 8.4% =+ 0.54%.
Nagra reflektioner kring detta dr

e Inga problem i svansarna!

e Mycket bra som skattning av stodet just nu bland dem som svarar och talar
sanning.

e Svarsbortfall, 16gner och tidsvariation &r stora problem i opinionsundersdkningar.

26 ML-skattning

ML stér for "maximum likelihood” och dr en mycket viktig generell princip for att
finna punktskattningar av okdnda parametrar. Situationen &r att vi har observationer
(X1,...,Xy) och att férdelningen for denna vektor beror av en (endimensionell
eller flerdimensionell) parameter 6. Principen gar ut pa att man ser frekvensfunk-
tionen/tithetsfunktionen for data som en funktion av 6 och skattar § med det virde
som maximerar denna for de observerade data. Med andra ord, antag att titheten
for (X1,...,X,) dr fo(x1,...,z,) och att vi observerat X1 = x1,..., X, = xy.
Da ser vi fy(x1,...,x,) som en funktion av 6. Vi skriver

L(O;xq,...,xn) = fo(x1,...,20)
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och maximerar denna funktion. Beteckningen L star for "likelihood” (trolighet pa
svenska, men vi anvinder den engelska benimningen); eftersom 6 &r en okénd pa-
rameter och ingen stokastisk variabel, vill man anvénda ett annat ord &n frekvens-
funktion eller sannolikhetstithet. Vi skriver 8 for det parametervirde som maximerar
L och kallar 6 for ML.-skattningen av 6.

Exempel 26.1. Antag att X ~ Bin(3, 6) dir € dr okénd, Vi observerar X = 1. Vad
ir ML-skattningen av p?
Frekvensfunktionen dr

nie) = (2)orca - o).

Med andra ord 5

X

L(#;x) = < >ef(1 —0)>=.

I vart fall har vi x = 1, sé vi vill maximera
L(6;1) = 360(1 — )%

Vi sitter

)
@L(e; =31-60)>2-60(1—6)=0

vilket har den intressanta l6sningen 6 = 1/3. Vi far alltd 6 = 1/3.

Det nyss givna exemplet visar att dven i ett forhallandevis enkelt fall blir berdkningen
for att maximera likelihood en aning arbetskravande. Vad man brukar géra for att
gora det hela lite enklare &r att istidllet maximera log L; eftersom logaritmen 4r en
viaxande funktion &dr det # som maximerar log L samma som det som maximerar

L. Lat oss gora detta i det mer allménna fallet d& X ~ Bin(n, §) och vi observerar
X = 2. Viharda

L(0;z) = <Z) 6°(1 — 6)"—*

mL:hwz>+mmwy+m—xHMI—®.

Derivatan av detta m.a.p. 6 ér z/0 — (n — z)/(1 — 0) som blir 0 dd 0 = z/n. Vi
far alltsa 6 = x/n.

Exempel 26.2. Antag att X &r geometriskt fordelad med paramater 6 och att vi
observerar X = x. Vi har da

L(#;z) =60(1 —0)**
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och
InL=(x—1)In(1—-6)+1In(@)=0

da # = 1/x. ML-skattningen av 6 ir alltsa

~ 1
0=—.
x
Exempel 26.3. Antag att X7, ..., X, dr oberoende och Poissonférdelade med pa-

rameter 6. D3 dr

L(H;xl,...,:nn):H(e_e )

i=1 ;!
922' i

x1!- !

— efnG

Dirfor blir
log L = —nf + (Z z;) In(0) — log(x1!- - x,!)

(2

Derivera och siitt till O och fa

2o T

— =0
n+ 9
vilket ger I6sningen
~ 1
0 - —.
T
Exempel 26.4. Lat X;,..., X, vara ett stickprov pa en normalférdelning med

okiint vintevirde p och okind varians 0. Hir #r 6 tvddimensionell, § = (u, o).

Titheten ar
1 1 (m—w)?
e 2 o2 )

Logaritmera och fa

1 ;— )2
InL=-nln(o) — 3 ; w — gln(27r).
Den partiella derivatan m.a.p. p dr Y, (z; — p) /o som blir O precis d& p = Z. Séitt
in detta i den partiella derivatan for o och fa



. . 1
som blir 0 for o2 = £ 3~

(x; — T)%. ML-skattningarna blir alltsa
A= 62212(1‘-—@2
) n i .

Vi noterar att ML-skattningen av o2 inte blir s? utan (n — 1)s?/n.

27 Statistiska tester

Principen for statistiska tester illusteras kanske bést genom att vi har ett illus-
trerande exempel att arbeta med. Antag att vi har ett mynt som vi misstinker inte dr
rittvist vid slantsingling, dvs vi misstidnker att sannolikheten att ett kast ger klave
inte dr 0.5. Vi vill testa detta genom att gora ett antal slantsinglingar. Filosofin &r
dé den att vi utgér fran att det vi vill motbevisa dr sant. Detta antagande kallas for
testets nollhypotes, forkortat Hy. Om vi later p sta for den sanna sannolikheten att
myntet ger klave, ér alltsa Hy hypotesen att p = 1/2. Vi skriver

1
Hy:p=-.
0:p 9
Vi utgar alltsa fran att Hy dr sann, for att sedan se om mitdata tyder pa att detta
antagande dr orimligt. For att avgora vad det betyder att mitdata tyder pa att noll-
hypotesen &r orimlig, stiller vi upp en alternativhypotes, H 4, som fangar vad vi i
sjdlva verket tror. I det aktuella fallet kan vi t.ex. ha

Hy:p#1)/2

ifall vi bara misstidnker att myntet &r osymmetriskt, men inte har ndgon uppfattning
om vilken avvikelsen dr. Om det & andra sidan 4r sa att vi misstanker att myntet
ger klave for ofta, skulle det kunna vara bittre att ta

Hp:p>1/2.

Vilket vi viljer har betydelse for vilka utfall av métdata som vi ska betrakta som
visande att Hy dr orimlig, eftersom vi for detta vill att data ska tyda mer pa H 4 4n
pa Hy. Med Hy4 : p # 1/2 tyder alla data som avviker kraftigt frion hilften klavar
pa H 4 snarare dn Hp, medan vi med H4 : p > 1/2 endast skulle se utfall med
klart fler &n hilften klavar som tydande pa H 4 framfor Hy.

Det generella tillvigagangssittet 4r att skapa en lamplig funktion, T, av mitdata,
en s.k. teststatistika eller testfunktion. Denna ska vald sa att vi utifran virdet pa T’
ska kunna se om Hj ér rimlig eller om vi snarare ska forkasta Hy till forman for
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H 4. Konkret gor vi sa att vi viljer ett litet tal «, ofta 0.05 eller 0.01 eller 0.001,
kallad testets signifikansniva och en miangd C' av mojliga virden pa 7', sadan att
om T € C sa stoder detta H 4 framfor Hy, och sa att om Hy dr sann, giller att
P(T € C) < a. Vi skriver ofta Py, (T € C) < « for ! att markera att denna
sannolikhet géller under forutsittning att Hy dr sann. Om nu det nu visar sig att
T € C, sa forkastar vi Hy till forman for H 4 pa signifikansniva . Om T ¢ C
accepterar vi Hy.

Observera asymmetrin mellan Hg och H 4. Hy édr den neutrala hypotesen, som
vi accepterar om inte mitdata tyder starkt pa H4 framfor Hy. Om mitdata blir
sadana att H forkastas till forman for H 4, ser vi detta som ett statistiskt beldgg
for H 4, ju ldagre signifikansniva desto starkare beldgg. Om vi tvingas acceptera H
betyder detta & andra sidan inte alls att vi har beldgg for Hy, bara att vi inte hade
tillrdackligt starka data for att forkasta den.

Man ska observera att eftersom alla datamingder kommer att inehalla ndgon
form av monster, sd dr det mycket viktigt att den statistiska analysen &r utford
(sandr som pa att stoppa in siffror i formlerna) innan mitdata samlats in eller
atminstane innan nagon sett dem. Man far alltsa infe tjuvkika pa data for att utifrén
det avgora vad som skulle vara ett lampligt test att gora. (Vad som ddremot &r helt
i sin ordning &r att utfora en pilotstudie och utifran denna avgora vilka hypoteser
som ska testas. Testet maste dock i sa fall utforas pa en ny mingd av data.)

Att vilja T och mingden C, forkastelsemangden eller forkastelseomrddet, ar
ingen exakt vetenskap eftersom det ofta finns manga olika sitt pa vilket data skulle
kunna tyda pa H 4 fore Hy. Ofta dr det dock i den givna situationen ganska tydligt
vad som dr det mest naturliga att gora. Lat oss nu atervinda till exemplet med
slantsingling. Sidg att vi kastar myntet n ganger och som data far vi X, antalet
ganger vi far klave. Om H dr sann, dvs p = 1/2 forvéntar vi oss att fa ca n/1
klavar och stora avvikelser fran detta tyder pa H4 : p # 1/2. Med denna alterna-
tivhypotes har vi inte pa forhand nagn uppfattning om vilken typ av avvikelser vi
kommer att ga, sa det dr naturligt att forkasta bade for extremt hoga och for extremt
laga virden pa X . Hir kan vi alltsa ta T'(X) = X och vilja C' = [0,a) U (b, n]
ddr @ och b dr valda sa att P(X > a) < a/2 och Py, (X < b) < a/2 (med s
néra likhet som mdjligt). Av symmetrin framgar att vi kan ta a och b lika langt fran
n/2, dvs vi kan vilja x sa att

Pa, (| X — g\ >zx) < a.

"Egentligen vill vi ha Py, (T € C') = «, men om mitdata ir diskreta kan det vara omdjligt att
finns C' sa att det blir exakt likhet. Da viljer vi sa ndra likhet som mojligt.
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Detta betyder att vi viljer x sa att

n/2+x n
> < ,)2—" >1—a.
1

i=n/2—x

Denna summa ér lite besvirlig att handskas med, men om n &r stort dr (x —
n/2)/+/n/4 ungefir standardnormalfordelad, si om vi tar z = ®~1(1 — a/2)
far vi
P(Xegztz@)zl—a
2 2

och kan alltsa forkasta Hy till formén for Ha : p # 1/2 om | X — n/2| > z/n/2.
For att vara mer konkret, antag att n = 100 och o« = 0.05. Da dr z ~ 1.96, s vi
forkastar Hy till formén for H4 om |Z — 50| > 1.96-10/2 dvs om |Z — 50| > 10.
Med n = 10000 fér vi atéllet att vi ska forkasta Hy om |Z — 5000| > 100.

Om vi istéllet jobbar med alternativhypotesen H 4 : p > 1/2 forkastar vi bara
om X ir stor. Vi viljer dd z = ®1(1 — ) och forkastar Hy till formén for
Hy4 : p > 1/2 pa signifikansnivd c om Z — n/2 > zy/n/2. Med o = 0.05 blir
z ~ 1.64, sd med n = 100 forkastar viom Z > 50 + 1.64 - 10/2, dvs om Z > 58.
Med n = 10000 forkastar vi om Z — 5000 > 1.64 - 100/2, dvs Z > 5082. Vi
ser att genom att anvinda en ensidig alternativhypotes, far vi storre mojlighet att
detektera en avvikelse fran p = 1/2 om den gar at det hall vi tror, men & andra
sidan forlorar vi helt mojligheten att upptécka en avvikelse at andra hallet.

Det sitt pa vilket man véljer teststatistikan 7" dr att man viljer en funktion
som skattar den okédnda parametern 6 bra. Ofta dr det ML-skattningen av € som
anvénds, men dven andra val férekommer.

Exempel 27.1. Antag att X1,..., X, ir ett stickprov pa en N(pu, o2)-fordelning
didr p och o dr okdnda. Vi vill testa

Ho:p=po
mot

Ha:p # po.

ML-skattningen av y dr X si vi baserar testet pa denna funktion. Under Hy, dvs
under antagandet att p = p, géller att

X — po

vn

Med z = Ft;fl (1 — «/2) fas alltsa att

~tp—1.

S

NG

PHO(YEM():EZ ):1—04.
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Om | X — po| > zs/+/n forkastas Hy till forman for H 4.

Exempel 27.2. Se pa det forra exemplet och 1at oss goara det hela konkret. Antag
att vi misstinker att konserverna med fiskbullar som anges innehélla 200 gram i
sjdlva verket inte gor det. For att kolla detta véiger vi 10 stycken pa mafa valda
burkar. Maitdata blir da X7, ..., Xy ddr vi antar att detta &r ett stickprov pa en
N(u.02)-fordelning och vill testa Hg : o = 200 mot Hy : p # 200. Vi forkastar
pa signifikansniva 0.05 om | X — 200| > zs/4/10 dir 2 = th1(0.975) = 2.26,
dvs om X avviker frdn 200 med mer #n 0.71s.

Men vinta litet, &dr det inte egentligen sa att vi misstinker att u < 200? Jo, s&
kan vara fallet och da gor vi stillet ett ensidigt test. Vi tar z = thl (0.95) = 1.83
och forkastar Hy till forman for H4 om X < 200 — 0.58s.

27.1 Korrespondensen mellan test och konfidensintervall

Antag att 6 dr en endimensionell parameter. Da dr konfidensintervall for 6 av kon-
fidensgrad 1 — « och tester av § = 6y pa signifikansniva « tva sidor av samma
mynt.

For att inse att man kan gora ett test av Hy : 6 = 6y mot H 4 : 0 # 60y utifran
ett konfidensintervall, notera att det faktum att man har tillgang till ett konfidensin-
tervall av konfidensgrad 1 — o, betyder att man har tva statistikor 77 och 75 sadana
att P(7T7 < 0 < Ty) = 1 — « oavsett vad det sanna virdet pa 6 dr. Forkasta nu
Hy till forman for H4 om 6y & [T1,T5]. Testet far da signifikansniva o eftersom
Pu, (00 & [T1,T3]) = a.

A andra sidan, om man for varje @ har tillgang till ett test av # = 6 pa
signifikansniva o, dvs om man har en teststatistika 7" och en forkastelsemangd
C'(6p) sadan att man forkastar = 6y om T' € C(6), giller att Py (T € C(6p)) =
«. Lét nu konfidensintervallet vara I = {0y : T' & C(6p)}. Da géller for alla 6 att
Py, (8p € I) =1 — «, dvs konfidensintervallet far konfidensgrad 1 — a.

28 Att jamfora tva stickprov

Antag att man vill testa om en viss medicin far folk att ma béttre. Man gor da en
dubbelblind studie dir n personer lottas till att f& medicin och m personer till att
fa placebo. Efter en tid miter man hur forsoksdeltagarna maér, t.ex. med en skat-
tningsskala d& man skattar sitt vilmaende pa en skala mellan O och 100. Det 4r en
rimlig modell att anta att stickprovet X1, ..., X,, frdn gruppen med medicin och
stickprovet Y7,...,Y,, fran placebogruppen #r oberoende och normalfordelade
med vintevirden p; respektive o och samma varians 0. (Antagandet om lika
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varians i stickproven dr naturligtvis oftast inte exakt sann, men dnda rimligt i fallet
da p1 = poe, vilket dr just den hypotes som ska testas.)
Man vill testa

Ho : pp = po
ensidigt mot

Ha:pn > po
eller tvasidigt mot

Ha i # po.

Som teststatistika viljer man ML-skattningen av p; — po, som man ldtt ser ar
X —Y. In enstickprovsfallet skattas o> med s2. Hir har vi tillgang till tva stickprov
och vill utnyttja alla data till en sa bra skattning av 02 som méjligt. Man anvinder
da den poolade stickprovsvariansen

(n— 1)3% + (m — 1)3%,'

2
5P = n+m-—2

Hir &r forstas sgf och s% de tva vanliga stickpovsvarianserna. Man kan visa att om
Hyj dr sann giller att

Ett symmetriskt konfidensintervall for p11 — po med konfidensgrad 1 — « blir da

. 1 1
pr—pe =X =Y £21 4psp\/—+ —
n m

dir z, = Ftﬂm, , (). Ett nedat begrénsat konfidensintervall blir

. 1 1
pr—p2 2 X =Y —z1aspy/—+ —.
n m

Testav Hy : 1 = po mot Hy @ 1 # o pa signifikansniva o forkastar Hy till

forman for H 4 om
R — 1 1
X = Y| > 21_qp28p/ =+ —.
n.om

Man forkastar Hy till forman for H4 : 1 > pg om

X —Y > 2z1_asp +

1
—.
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Exempel 28.1. For att ta ett konkret fall, antag att n = 27, X = 73.1, s% = 103.6,
m=19,Y = 64.3 och s3 = 91.4. D4 dr
26-103.6 +18-91.4

2
— — 98.6.
P 44

For konfidensgrad 0.99 eller signifikansniva 0.01 for att ensidigt kofidensinter-
vall/test tar vi zg.99 = thj(0.99) = 2.414. Ett nedat begrinsat konfidensintervall

med konfidensgrad 99% blir

1 1
w1 — po > 73.1 —64.3 — 2.414v98.6 o7 + o

=88-72=1.6

Detta betyder ocksa att vi kan forkasta Hy till forman for alternativhypotesen jq >
o pa signifikansniva 1%.

I situationer ddr antagandet att de tva stickprovens varianser ir lika inte &r
rimligt, finns det approximativa tester och konfidensintervallsmetoder, men detta
berdr vi inte har. Man kan dock observera att om o1 # o9, men bada &r kdnda,
giller att

X =Y — (g1 — p2)

1 2, 1 2
201t 5,03

~ N(0,1).

Det hir fungerar ocksa bra da o1 och o9 ér okidnda men m och n dr stora, sig dver

100, eftersom man dé kan anta at 07 = s3- och 03 = s2..

29 P-varden och styrkor

Vid ett test av en nollhypotes Hy mot en alternativhypotes H 4 ges ofta resultatet i
termer av det s.k. p-virdet. Definitionen av p-vérdet dr den minsta signifikansniva
pa vilken Hj kan forkastas till formén for H 4 med de métdata man har. Det foljer
att p-virdet understiger & om och endast om H( forkastas till forman for H 4 pa
signifikansniva .

Exempel 29.1. Se pa det senaste exemplet. Dir hade vi det nedat begrinsade
konfidensintervallet

. 1 1
p1—p2 > X =Y —zspy/— + —
n m
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vilket ocksa svarar mot det ensidiga testet Hy : u1 = po mot Ha : g > po.
Hogerledet blir 0, dvs man ir precis pa griansen att forkasta Hy, da

X-Y
2=

1
m

S|=

Sp +
Med de konkreta mitdata vi hade, gar grinsen vid z = 2.96. Eftersom vi finner
i en t-fordelningstabell eller via en t-fordelningskalkylator (finns pa www) att
F;,,(2.96) = 0.995 betyder det att p-virdet dr 1 — 0.995 = 0.005. Testets p-virde
ar alltsa ca 0.5%.

Exempel 29.2. Berikna p-virdet for enstickprovstestet Ho : p = 200 mot Hy :
p # 200 for n = 10, X = 196.0 och s> = 26.0. Vi hade det tvasidiga konfi-

densintervallet s

vn
vilket har talet 200 precis pa grinsen da 200 = 196.0 + 21/26.0/10, dvs da z =
1.538. I tabell eller med kalkylator for ¢-férdelningen ser vi att Fy,(1.838) ~ 0.92

vilket dr 1 — /2 for o« = 0.16. Det tvasidiga testets p-vérde ér alltsa ca 0.16. Vi
kan alltsa inte forkasta p pa t.ex. 5% signifikansniva.

p=X=+z

Om nollhypotesen Hy : 8 = 6 ér falsk betyder detta 6 = 6; f6r nagot 61 # 6.
Vad dr sannolikheten att ett test uppticker detta? Med andra ord; om 6; #r det
korrekta parametervirdet, vad dr sannolikheten att Hy kommer att férkastas. Detta
beror, forutom pa vilken alternativhypotesen dr och vad testets signifikansniva ér,
pa 61. Om 6; &dr mycket ndra 0 dr det forstas mycket svarare att forkasta dn om
skillnaden ér stor.

Definition 29.3. Om ett test av Hy : § = 6y anvénder teststatistikan 7" och hir
forkastelseméingd C'(6p), ges styrkan av testet for 61 av

9(61) = P, (T" € C(bo)).

Styrkor dr mycket viktiga i kliniska provningar. Man brukar da bestimma sig
for en “minsta klinisk effekt” vilket vi hér kan tolka som ett minsta tal s sddant att
endast om |; — 0| > s anser vi skillnaden som intressant. Man designar sedan
sin studie s att min{g(6) : |61 — 00|} blir tillridckligt stor. Med “tillrdckligt stor”
brukar man da mena att kostnaden for att hoja styrkan ytterligare borjar Gverstiga
den eventuella forlusten av att tvingas acceptera en falsk nollhypotes, vilket i detta
fall brukar betyda att en i sjédlva verket effektiv medicin inte kommer ut pad mark-
naden.
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Exempel 29.4. Ett mynt ger klave med sannolikhet p vid slantsingling. For att
testa Hyp : p = 0.5 mot Hy4 : p # 0.5 singlar vi slanten 100 ganger och forkastar
Hy till forman for H 4 pa signifikansniva 0.05 om | X — 50| > 10. Om det korrekta
virdet pa p dr 0.7, vad ér testets styrka? Vi har

9(0.7) = Po7(]|X — 50] > 10) = Pp7(X > 60) + Py 7(X < 40).

Detta kan beriiknas exakt med binomialférdelningen eftersom X ~ Bin(100, p),
men 1t oss gor an normalapproximation och fa

X —-170 S 60 — 70

v100-0.7-0.3 ~ v/100-0.7-0.3
10
~1— (I)(—ﬁ) ~ 0.985.
Sannolikheten att understiga 40 klavar med p = 0.7 dr forsumbar i sammanhanget,
sd vi ser att styrkan dr ca 98.5 %, dvs ett p pa 0.7 dr det mycket stor chans att vi
uppticker. Notera dock att med ett korrekt p pa 0.6 dr styrkan bara nagot ver 50
%.

Po.7(X > 60) = Pg.7(

)

30 Om multipeltestning och tjuvkikande

Antag att vi testar 20 olika nollhypoteser pa signifikansniva 0.05. Om alla noll-
hypoteserna &r sanna, kommer pa denna signifikansniva i genomsnitt en av dem
att forkastas. Med andra ord: var tjugonde sann nollhypotes kommer felaktigt att
forkastas. Vad dr sensmoralen av detta? Jo, att man ska inte gora statistiska tester
pa méafa, utan endast ndr man har goda skl att tro att nollhypotesen ir falsk. Goda
skil kan utgoras av rimliga argument for att nollhypotesen ir falsk eller av tidigare
studier eller pilotstudier.

Vi har redan tidigare namnt problemen med att utfora tester pa data som man
redan tjuvkikat pd. Om man i data finner ett intressant monster, visar detta inget
annat dn pa det faktum att alla datamaterial kommer att inehalla ndgon form av
skenbara samband. Om vi vill utfora ett test pa grundval av ett monster som vi sett
i data, maste vi ha nya data.

31 Linjir regression

I vérlden runt omkring oss dr det mycket vanligt med linjdra samband, till ex-
empel mellan stromstyrka och spinning, mellan avstand till en galax och dess
rodforskjutning i spektrum, mellan ldngden hos en mor och ldngden hos hennes
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dotter etc. Ibland dr dessa samband perfekta, ibland bara ungeférliga i den mening
att insamlade data inte kommer att ligga exakt langs en rét linje. Hér 4r vi intresser-
ade av det senare fallet (och i verkligheten finns det nistan inga andra fall).
Modellen vi ska jobba med ér att vi har parvisa datapunkter (x1, Y1), (x2, Y2), ..., (zn, Yn)
dér vi antar att Yy :na beror linjirt av z:na. Med detta menas att det finns tva kon-
stanter a och b sadana att
Yk =a-+ bwk + €k

dir €:na dr oberonde och normalfordelade stokastiska variabler med vintevirde
0 och okind varians 2. Modellen innehéller alltsa tre okiinda parametrar, a, b
och o2, Talen z1,...,x) kan vara slumpmissiga eller fixa och i vilket fall ser vi
dem som givna och kallar dem ibland for stdllvariabler. Det slumpmaéssiga finns i
de stokastiska variablerna Y7, ..., Y, som foljaktligen ibland kallas for svarsvari-
abler. Observera att Y3, ~ N(a + by, 02).

Vad blir ML-skattningarna av parametrarna? Vi har

L(a’7 bv O3Yly--- 7yTL) - f(Yl,...,Yn)(yla s 7yn)

1 1 Zk(yk*g*bwk)Q

- O-n(2ﬂ-)n/2€
Med avseenda pa (a, b) blir
1 2
lnL:K—MZk:(yk—a—bxk)

(ddr K #r en konstant), vilket maximeras om a och b viljs sa att kvadratsumman
>« (yx — a — bxy)? minimeras. Genom att sitta gradienten till 0, f& vi ekvation-
ssystemet

> (yk—a—bxp) =0

k
Zﬂfk(yk —a —bxy) =0.
k

Det ir inte svart att 1osa detta och fa

n

zy

b=

n

rxr
a=7— bz

didr de tva kvadratsummorna Sy, och Sy, ges av

Sxy = Z(yk - y)(xk: - E)

k
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och

Sew = (25— T)%.

k
Man kan visa (men vi gor inte det hér) att

22 95
i~ N Y Lik=1"k
N e

b~ N(b, —).
(’Sxx)

Om o2 ir kind kan man gora tester och konfidensintervall for a och b baserat pa
dessa, men vanligen ir ju o2 okiind och skattas di med

n

2
k:l

Denna #r en vintevirdesriktig skattning av 02 och man kan visa att teststatistikorna
T, och T}, bada dr t-fordelade med n — 2 frihetsgrader. Har dr

a—a

S\/ >k T2/ Sea

_ b-b
s 1/Sm.

T, =

och

Exempel 31.1. Antag att vi observerar hur langa ett antal mammor och deras dldsta
ir. Observationerna &dr

Mammor z; (cm) | 170.1 | 161.3 | 177.1 | 167.0 | 168.6 | 162.2
Déttrar yg, (cm) 1734 | 162.6 | 170.5 | 162.8 | 171.2 | 165.5

Hir har vi alltsd n = 6 och

Soy =Y _(wr — T)(yp — ) = 91.323
k

Sew = Y _(xx — T)* = 166.628.
k

Detta ger
b= 0.548
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och
a="75.74.

Den linjdra regressionslinjen blir alltsa
y ~ 75.7 4+ 0.55z.

Vi har ockséa )
§% = i Zk:(yk — 4 — bry)? = 14.34.

Detta ger ett symmetriskt konfidensintervall for b med konfidensgrad 95 % som

S
\ Sa:x

Detta betyder att om vi testar Hy : b = 0 mot H 4 : b # 0 (vilket dr den vanligaste
hypotesen att prova) pa 5% signifikansniva, kan vi inte forkasta Hy.

Vad ir testets p-virde? Om vi loser 0 = 0.55 = F,'(1 — a/2) S far vi

F; (1 —a/2) = 0.55v/166.628//14.34 ~ 1.87. Detta ger 1 — a;/2 = 0.9326,
dvs o = 0.135. P-virdet dr alltsa ca 13.5%.

b= b+ F, *(0.975) ~ 0.55 + 0.81.

32 Prediktion i linjar regression

Antag att vi har stéllvariabelvirde = och vill férutsdga Y = a + bz + e. Lat
D=Y —a—bx. Vikanskrivaom D =Y —Y + l;(:v — ) och ser ddrmed att D,
som uppenbarligen har viintevirde 0, har varians 0% 4+ 02/n + Var(b)(z — 7)% =
(14 1/n)o? + (z — T)?0?/Sy,. Detta medfor att teststatistikan

D
T = ~tp_o.

sy/1+ % + L_ff

Ett prediktionsintervall med prediktionsgrad 1 — « blir alltsa

N 1 —X)2
Y:d—i—bxj:Ft;lQ(l—a/Q)s\/l_i_n_|_(wS)'

I mor-dotter-exemplet ovan fér vi att ett prediktionsintervall med prediktionsgrad
95% till en mor av lingd 165 cm, ges av

165 — 167.7)2
166.2 £ 2.776V 14.3\/2 + (65166%77) =166.2 £ 11.7.
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33 Bayesiansk statistik

Hittills har vi tdnkt pa okdnda parametrar som fixerade tal, om &n just okéinda. Men
annars brukar vi ju anvidnda slump for att modellera osdkerhet, sa varfor inte tinka
pa okénda parametrar som stokastiska variabler, ett slumpforsok utfort av naturen
och som vi inte vet utfallet av? Ofta &r det naturligt och vigvinnande att gora just
sa, ibland inte.

Exempel 33.1. En slant singlas 10 ganger. Vi vet att myntet i fraga antingen &r
mynt A, som ger klave med sannolikhet 1/3 eller mynt B, som ger klave med
sannolikhet 2/3. Lat X var antalet observerade klavar. Da dr X ~ Bin(10, 6) dér 6
antingen dr 1/3 eller 2/3, okint vilket. Det dr da naturlig att se 6 som en stokastisk
variabel med P(# = 2/3) = P(# = 1/3) = 1/2. Antag att vi observerar sex
klavar. Bayes formel ger da

P(X = 6|0 = 3)P(0 =
P(X =6[|0 = 2)P(9 =2/3) + P(X =

1
PO =-|X=6)=

E ~—
Il
W=
S~—

)

—~

>

Il
Lol
S~—

7 +37
Antagandet att P(0 = 1/3) = 1/2 kallas for 0:s a-priori-fordelning. Denna 4r som
vi ser subjektiv. Den betingade sannolikheten P(6 = 1/3|X = 6) = 1/5 kallas
for 0:s a-posteriori-fordelning. Denna #r objektiv om man accepterar a-priori-
fordelningen. Resultatet av den dr dock mycket beroende av a-priori-fordelningen.
Antag till exempel att slanten dr vald av Lisa, som gédrna véljar slantar med stor
sannolikhet att visa klave, sa att en a-priori-férdelning med P(§ = 1/3) = 1/4 ir
mer rimlig. Da far vi
1 3(1y2 3
PO=-|X=6)=-23" =",
; T+ IEE T
Exempel 33.2. Vi observerar en exp(6)-fordelad stokastisk variabel X = 0.713.
Om vi vet att 0 < 6 < 1, vad &r rimligt att tro om 6 efter att ha sett detta resultat?

Antag att vi a-priori inte har nagon speciell uppfattning om theta. Da kan vi ta
fo(t) =1,0 <t < 1. Vi far

Ixjo(xlt) fo(t)
Jo Fxpp(xls) fo(s)ds

fox (tlz) =
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déir K ir en normaliserande konstant. A andra sidan, med fo(t) = 2¢, fas fpx (t|z) =
K'$2e-0.713t

Man kan goéra en allmin berdkning. Antag att vi a-priori har en téthet eller
frekvensfunktion fp och att den betingade titheten eller frekvensfunktionen fx g (z|t)
ar kéind. A-posteriori-titheten/frekvensfunktionen blir da enligt Bayes formel

) — Ixjo(x[t) fo(t) _ .
fox (tlx) = T Frp@ls) fos)ds C fxjo(x[t) fo(t).

Om man ocksa vill ha en a-posteriori punktskattning av #, brukar man ta 6 som
véntevirdet i a-posteriori-fordelningen.

Exempel 33.3. En slant visar klave med sannolikhet 6. Den singlas tva ganger och
ger ingen klave. Vad ir din skattning av #. Om vi ser 6 som fix, &r ML-skttningen

av 0
X

ho X
n

som i detta fall blir 0. Ar det verkligen rimligt att helt déma ut chansen att f4

klave bara baserat pa tva kast? En Bayesiansk anstats ter sig rimligare. Antag att

fo(t) =1,0 < t < 1. D4 blir
foix (tlx) = Cfxo(x|t) fo(t) = C<i> (1 — 1),

I vért fall blir fo x (¢/0) = C'(1—1)? = 3(1—t)?. Som skattning tar vi véntevirdet
i denna fordelning, som &r

, 1 1
9:3/ t(1 —t)%dt = ~.
0 4

Det storsta problememt med Bayesiansk statistik &r att ge en objektiv a-priori-
fordelning. I vissa fall gar detta ldttare dn annars, till exempel om man kan basera
sin a-priori-fordelning pa erfarenhet av tidigare data.

Exempel 33.4. Speech recognition. Ett meddelande bestdende av tre nollor eller
ettor skickas. Varje tecken kodas dock fel med sannolikhet 0.1 oberdnde av de
andra tva tecknen. Om vi later X vara det sanna meddelandet och Y det vi ldser
av, vad blir sannolkhetsfordelningen for X givet Y? Antag att de atta olika med-
delandena forekommer enlig foljande proportioner
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Meddelande | 000 | 001 | 010 | 011 | 100 | 101 | 110 | 111
Sannolikhet | 0.05 | 0.10 | 0.08 | 0.12 | 0.14 | 0.21 | 0.17 | 0.13

Da far vi exempelvis

P(Y = 110|X = 110)P(X = 110)
P(X = 110]Y = 110) =
( 0l 0) S P(Y = 110[X = m)P(X = m)

0.9%-0.17

T 0.9%-0.17+0.9% - 0.1(0.13 4 0.14 + 0.08) + 0.9 - 0.12(0.21 + 0.12 + 0.05) + 0.13 - 0.1
= 0.796.

Vi far ocksa exempelvis
P(X = 111|Y = 110) = 0.068.

Detta exempel illustrerar en mycket vanlig situation, som forekommer till ex-
empel i ansiktsigenkinning, oljeletande, spel pa fotboll, etc.

34 Markovkedjor

En Markovkedja ( i diskret tid) 4r en foljd Xo, X1, X9, ... av stokastiska variabler
som tar sina virden i nagot dndligt rum S, kallat f6r Markovkedjans tillstandsrum,
och som uppfyller att det for alla 4,7 € S finns tal p;; sddana att for alla t =
1,2,3,...ochallaig,i1,...,i,j € S giller att

P(Xip1 = 7| Xe =i, Xym1 = ip—1, ..., Xo = i0) = P(Xoq1 = j|Xs = 1) = piyj-

Matrisen P som pa rad ¢ och i kolonn har elementet p;; kallas for Markovkedjans
overgangsmatris och talen p;; for Markovkedjans dvergingssannolikheter. Det
giller alltsa per definition att p;; = P(X;41 = j|X; = ¢) och att denna sannolikhet
inte alls beror av var kedjan varit fore tid ¢ (dvs inte alls beror av X, ..., X;—1)
utan endast var den 4r vid tid ¢. Enligt totala sannolikhetslagen giller att

P(Xi41=7) = ZP(Xt = i)pij-
€S

Om vi skriver p; for vektorn [P(X; = i)];cs, blir detta pa matrisform
Pit+1 = ptP.

Med hjilp av induktion foljer att

p: = poP'.
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Exempel 34.1. Antag att

0.7 0.2 0.1
P=1]03 04 0.3
0.5 04 0.1

Da fér vi till exempel, med po = [1 0 0],
p1=[100]P=1[0.70.2 0.1]

och
ps = [1 0 0]P° ~ [0.554 0.289 0.157]

och
pio = [1 0 0]P'% ~ [0.553 0.289 0.158].

I exemplet ser det ut som att p; konvergerar mot en fix vektor da ¢ — oo. Kan
detta vara en generell sanning? Ja, under mycket milda villkor. Vi ska nu titta pa
en version av detta resultat.

Definition 34.2. Om vekorn 7 dr sddan 7; > O forallai € Soch ), om = 1
och
P =m,

kallas 7 for en invariant férdelning for Markovkedjan med 6vergangsmatris P.

Observera att om 7 &r en invariant férdelning, sa &r w en vénsteregenvektor till
P med egenvardet 1.

Sats 34.3. Om P dr sadan att p;; > 0 for alla i,j € S sa gdller att det finns en
unik invariant fordelning =, och att for alla i € S och alla pg gadller

lim P(X, = i) = ;.

Bevis. Lit € = min; ;j p;;. Enligt forutsittning dr e > 0. Lt Yy, Yy, ... vara
en Markovkedja med samma &vergangsmatris som {X;} med egenskapen att Yj
har fordelning 7, dir 7 dr en invariant fordelning. Eftersom 7 &dr invariant géller
P(Y; = i) = m; for alla 7 och alla ¢t. Mer specifikt later vi Y;:s rorelse ges av
Yir1 = X1 om Yy = X; och Y41 viljs oberoende av alla X i annat fall. Da
har {Y;} mycket riktigt samma 6vergangsmatris som {X;} och sa fort X; = Y,
kommer X, = Y for alla s > ¢. Dessutom giller att

P(X; #Y;) < (1—¢)

68



o

sd
IP(X;=1i) —m| =|P(X¢=19) —PYr=1)| <P(X; #Y;) < (1 — e)t —0
och 7 maste vara unik. O

Om P(X; = i) — m; ddt — oo for alla ¢, sager man att 7 dr en stationdr
fordelning. Villkoret p;; > 0 dr ganska restriktivt, men kan mildras betydligt. Det
réicker till exempel med att for alla 7, j € S giller att P(X; s = j| Xy =) > 0 for
nagot s.

En viktig klass av Markovkedjor &r dem som kallas reversibla. Intiuitivt:
om man tittar pa en stationdr Markovkedja bakldnges i tiden, far man alltid en
ny Markovkedja. Om denna visar sig ha samma Gvergangsmatris som originalet,
kallar man sin Markovkedja reversibel. Den formella definitionen av att vara re-
versibel &r att det finns en vektor 7 sadan att det for alla ¢, j € S giller at

TiPij = TjPji-

Man inser ldtt att 7 da maste vara en stationér fordelning. Att berdkna an stationér
fordelning av detta slag &r betydligt enklare 4n att 16sa det ekvationssystem av n
variabler som uppstér i det allménna fallet.
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