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Tentamentsskrivning i Matematisk Statistik med Metoder MVE490

Tid: 21 oktober 2017

Examinatorer: Erik Broman.

Hjalpmedel: Typgodkind minirdknare, egenhéndigt skriven formelsamling
om tva A4 fram och bak (dvs 4 sidor), samt utdelade tabeller.

Tentamen bestar av 8 fragor om sammanlagt 50 poéng. Preliminéra betygs-
granser ar satta till:

betyg “3”: 20 till 29

betyg “4”: 30 till 39 poing

betyg “5”: 40 eller fler podng.

OBS! Alla 16sningar skall vara vél redovisade och motiverade. Talen &r ej ord-
nade efter svarighetsgrad

1. Tett lotteri finns det IV lotter, ddr N ar ett mycket stort tal. Sannolikheten
att en given lott ger vinst ar p.

(a) Sara koper 12 lotter och later X vara antalet vinster av dessa 12.
Hon antar att X &r binomialférdelad. Vilka antaganden méaste Sara
gora for att detta skall stimma? Ar dessa antaganden rimliga? Vilka

ar parametrarna? (2p)
(b) Om N = 20000 och p = 0.1, berdkna P(X = 3) dér X &r som i
uppgift (a). (2p)

(c¢) T ett annat lotteri ar p istéllet 0.005. Torkel koper n = 1000 lotter.
Om Y = #vinster av dessa 1000 lotter, berikna P(Y < 3) och ange
svaret med tre véirdesiffror. (2p)

Losning,.

(a) For att antalet vinster skall vara binomialfordelat sd méaste vinst-
chanserna vara samma for alla lotter och dessutom vara oberoende.
Oberoende ar alltsa det extra antagandet som Sara har gjort. Detta
dr antagligen inte sant da antalet vinster typiskt ar fixt i ett lotteri.
Dock gor det faktum att N &r stort att det &r approximativt ok.
Parametrarna ar n = 12 och p som ar oként.

(b) Storleken pa N &r inte relevant. Vi har att

12
P(X =3) = ( 5 )o.13(1 —0.3)° =~ 0.0089
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(c) Da p ar mycket litet och n &r stort anvinder vi Poisson approxima-
tion. Dvs att Y ~Poi(5). Vi far da att

P(Y <3)=P(Y =0)+P(Y =1)+P(Y =2) + P(Y =3)
50 51 52 58

] ~
=€ (0'+1'+2’+3'>~0265

2. Kalle har tva vanliga sexsidiga tarningar och kastar bada.

(a) Lat A vara hiandelsen att summan av resultaten &r hogst fem. Vad

blir P(A)? (2p)

(b) Lat B vara hindelsen att summan av resultaten ar ett udda tal. Vad

blir P(B)? (2p)

(c) Ar A, B oberoende? (2p)
L&sning;:

(a) Det enklaste torde vara att anvind sig av divisionsregeln. Vi har att
A={(11),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2), (4, 1)}
och déarmed blir

1Al 10
P(A) = "o = —.
A =15~ 3

(b) Lat X; =resultatet av kast ¢ dér ¢ = 1,2. Vi far da att

P(X; + X5 udda)
=P(X; + X3 udda | X; jamnt )P(X; jimnt )
+P(X; + X5 udda|X; udda )P(X; udda )
= P(X; 4r udda )P(X; jamnt ) + P(X5 jamnt )P(X; udda )
1 1 1

4+4_2

(¢) Vi har att

P(ANB
PAIB) =~
och att AN B 6
n
Déarmed ar
|ANB| 1 6 12
P(A|B) = =92 = = £P(A).
(AB) S| 1/2 36 367'é (4)

Vi drar slutsatsen att A och B ej &r oberoende.
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3. Hummerpremiéren brukar ge hoga priset vid arets forsta hummerauktion.
Hummrarna séljs vid detta forsta tillfdlle individuellt, och kilopriset for
hummer kan anses vara normalférdelat med parametrar p = 1000 och
o2 = 2500.

(a) Vad &r sannolikheten att hummerpriset 6verstiger 1150 kronor? (2p)

(b) Jons-Harald har fiskat upp en hummer som véger 6.3 kilo, vad ar san-
nolikheten att Jons-Harald far mer &n 6000 kronor for sin hummer?
(2p)

(¢) Mr Bakos har en hummer som véger 4.6 kilo och en exklusiv bléckfisk
som véager 5.4 kilo. Kilopriset for bldckfisken kan antas félja en nor-
malférdelning med véntevirde 600 och varians pa 1100 kronor (&ven
en exklusiv blickfisk &r mindre vird &n en hummer). Om priserna ar
oberoende, vilken férdelning har den totala summan pengar som Mr
Bakos far vid forsdljning av hummern och bléackfisken? (2p)

Loésning

(a) Lat X ~ N(1000,1500), vi har att

P(X > 1150) = E <X — 1000, 1150 — 1000)

V2500 /2500
=P(Z>3)=1-P(Z<3)~1-0.9987 = 0.0013.

(b) Lat Y vara priset for Jons-Haralds hummer. D& géller att ¥ =
6.3X ~ N(6300,99225). Vi far da att

Y — 6300 _ 6000 — 6300
P(Y > 6000) = E ( > )

V99225 /99225
=P(Z > —0.9524) = P(Z < 0.9524) ~ 0.8296.

(c¢) Lat H, B vara priserna sa att H ~ N(4600,52900) och B ~ N (3240, 32076).
DA priserna enligt uppgift &r oberoende far vi att H+B ~ N (7840, 84976).

4. Lat X vara en slumpvariabel som kan anta vidrdena —1,3,4 och 6 dar
sannolikheterna anges i f6ljande tabell.

k -1 3 4 6
P(X=4k) 02 03 04 0.1

(a) Berdkna vintevirde och varians av X. (2p)

(b) Lat X5, X9, X3, X4 och X5 vara oberoende slumpvariabler som alla
har samma férdelning som X. Berdkna vénteviarde och varians for
summan X7 + Xo + X3 + X4 + X5. Berdkna &dven véntevirde och
varians for X; — Xo. (3p)
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(¢) Lat nu Xy, ..., X3 vara oberoende slumpvariabler som alla har sam-
ma férdelning som X. Berékna P (Ziozl X > 90). (2p)
Losning

(a) Vi har att
E[X]=> kP(X =k)=—-1%02+3%03+4%04+6%0.1=209.
Dessutom géller att
E[X?] = KP(X = k) = (—1)?%0.243%0.3+4%0.446°+0.1 = 12.9,

sa att
Var(X) = E[X?] - E[X]? = 12.9 — 2.97 = 4.49.

(b) Rékningen blir l4tt om vi anvénder linearitet. Vi far att

5
E[X) + Xo + X5+ X4+ X5] = ) _E[X)] =5%2.9 =145
k=1

och att

5

Var(Xy + X + X3+ X4+ X5) = 3 Var[Xy] = 5x4.49 = 22.45.
k=1

Vidare blir
E[X; — X5] =E[X1] —E[X3] =0

och
Var[X; — Xo] = Var[X;] + Var[X,] = 2.4.49 = 8.98.

(¢) Lat nu Xy, ..., X3 vara oberoende slumpvariabler som alla har sam-
ma fordelning som X. Vi far utnyttja centrala gransviardessatsen som
ger att

30
Y =" X; ~ N(30 + E[X],30 » Var(X)) = N(87,134.7).
k=1

Vi far da att

]P’(Y>90):IE”(X_9O 87—90)

>
V1347 ~ V1347
~ P(Z > —0.2585) =~ P(Z < 0.2585) ~ 0.602.

5. Avgor om foljande pastaenden &r sanna eller falska. Svara utan motivering!
Varje ratt svar ger 1 podng men varje fel svar ger -1 poéng. Inget svar ger
0 podng. Totalt ger uppgiften som sdmst 0 podng.
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Om p-virdet dr mindre dn det kritiska vérdet s& forkastar man noll-
hypotesen.

Om X1,..., X, ér ett stickprov fran en fordelning med varians o2 sa

ir variansen av medelviirdet lika med o2 /n.

Avstandet fran den nedre kvartilen till medianen ar alltid samma som
avstdndet frdn medianen till den 6vre kvartilen.

Kvalitativ data kan illustreras med en boxplot.

Om X &r N(0,1)-fordelad och Y é&r t-férdelad med 10 frihetsgrader
sa giller att E[X] = E[Y].

P-vardet ar sannolikheten att nollhypotesen ar sann.

Ju hogre signifikansniva desto storre dr sannolikheten att vi forkastar
nollhypotesen.

Om vi skapar ett konfidensintervall for ett vintevérde sa ar det sanna
vantevardet alltid i mitten av intervallet.

Losning;:

(a)

(h)

Falskt. p-virdet ska jamforas med signifikansnivan. Om man ska jam-
féra nagot med det kritiska vérdet &r det virdet pa teststatistikan.

Sant: Var(X) = Var(1/nY. X;) = 1/n?Y Var(X;) = o%/n.

Falskt. Det &r alltid en lika stor andel (25%) mellan nedre kvartilen
och medianen som mellan medianen och &vre kvartilen, men avstan-
den &r olika om férdelningen &r skev.

Falskt. En box plot illustrerar numeriska virden som medianen och
ovre/nedre kvartilerna. Dessa saknar mening for kvalitativ data.

Sant. Bada ar 0.

Falskt. p-virdet adr sannolikheten att observera nagot lika eller &nnu
mer extremt dn vad testet gav OM nollhypotesen &r sann. Pastaenden
angaende ’sannolikheten att nollhypotesen ar sann’ &r meningsldsa,
da den antingen &r sann eller falsk — vi vet bara inte vilket.

Sant. Signifikansnivan &r precis sannolikheten att férkasta nollhypo-
tesen om den &r sann.

Falskt. Det observerade medelvirdet dr i mitten av konfidensinter-
vallet, det sanna véntevardet ar oként.

6. Egon och Lisa har tva stickprov, X3, ..., X,, respektive Y7,...,Y,,, av sam-
ma storlek fran en férdelning med viintevirde p och varians o2, och #r
intresserade av att skatta . Egon foreslar att de bara ska ta hans stick-
prov och anviinda i = X som skattare. Lisa, diremot, foreslar att dom

ska md&tas pa hilften och istéllet anvinda i =

(a)

X+Y
5 -

Visa att Lisas forslag ocksd ger en vintevirdesriktig skattare. (3p)



Tentamentsskrivning: Matematisk Statistik med Metoder MVE490 6

(b) Vilken skattare skulle du séga dr bast? Motivera. (3p)
L&sning:

(a) Att en skattare ar vintevirdesriktig innebér att vintevirdet av skat-
taren &r lika med parametern vi vill skatta. I detta fall vill vi alltsa

visa att TR
[557)-

Pa grund av lineariteten hos vintevérde far vi att

E[X+Y}:EM1+MYk:u+u:u

2 2 2

(b) Vi vill ha liten varians for var punktskattare sa vi borde jamfora
varianserna. Vi vet att Var(X) = ¢%/n. Om vi antar att stickproven
ar oberoende (vilket &r rimligt) har vi dven att

v X+Y Var(X)+ Var(Y) o?/n+o%/n o2
ar = =

2 22 4 2n
som #r mindre dn o2 /n. Lisas skattare har alltsd mindre varians och
anses darfor vara béattre.

7. 1 Sverige genomfors varje ménad opinionsunderstkningar av ett antal in-
stitut. I dessa understkningar intervjuar man personer och stéller fragan
“Vilket parti skulle du résta pa om det var riksdagsval idag?”. I senaste
riksdagsvaletvalet (2014) fick Vénsterpartiet (V) 5.72 % av résterna, men
i Aftonbladets senaste véljarbarometer svarade 134 av 2066 tillfragade
personer att de skulle résta pa (V).

(a) Stéll upp hypoteser for att testa om andelen som skulle résta pa (V)
ar hogre idag &n vid riksdagsvalet 2014, berdkna teststatistikan och
p-viirdet for testet. (Vi antar att valresultatet 2014 gav den sanna
andelen av befolknigen som rostade pa (V) vid den tidpunkten). (3p)

(b) Testa hypotesen i (a) vid signifikansniva ov = 0.1. Vilken blir slutsat-

sen? (2p)

(c) Vilken typ av fel riskerar du att gora nir du drar slutsatsen i (b)?
(1p)
L&sning

(a) Hypoteser:
Hy:p=0.0572, mot Hy:p>0.0572

Notera att vi vill testa om andelen 6kat, ddrav enkelsidig H;. (1p)
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Teststatistikan: z = ﬁ = 1.50, dar pg = 0.0572, p =
134/2066 = 0.065 och n = 2066.

p-virdet = P(Z > 1.5) = 0.0668.

(b) P-virdet = 0.0668 &r mindre &n signifikansnivan o = 0.1, alltsa for-
kastar vi Hy pa denna signifikansnivé. (1p)

Det verkar som att andelen som skulle rosta pa (V) har kat. (1p)

(¢) Vi forkastar Hy, s vi riskerar att gora typ I-fel, dvs forkasta Hy nér
den &r sann. (1p)

8. Simon vill jamféra véntevirdena hos tva normalférdelade populationer
med lika stora varianser. Till sin hjidlp har han tva oberoende stickprov
(ett fran vardera population) av storlek ny = 12 och ney = 15. Han har
ocksa riaknat ut punktskattningarna for vintevirdet och variansen fran de
tva stickproven: T = 24.3, § = 26.4, s% = 2.3 och s3. = 2.9.

(a) Hjdlp Simon att gora ett 95%-igt konfidensintervall for skillnaden
mellan populationernas sanna vintevirden. (4p)

(b) Simon &r inte riktigt nojd med konfidensintervallet du tar fram. Han
sdger "battre att ta det sikra fore det osdkra” och vill sedan gora ett
99.99%-igt konfidensintervall istéllet. "Da kan vi ju vara nistan helt
sékra pa att skillnaden mellan de sanna vantevirdena ligger i det nya

konfidensintrevallet!” Forklara for Simon varfor detta kanske inte ar
en bra idé. (1p)
Losning;:

(a) Eftersom n; = 12 och ny = 15 ar for smé sa kan vi inte anvinda oss
av normalférdelningen utan vi méaste anvanda t-fordelningen istéllet.
Formeln for konfidensintervallet kommer att ges av

1 1

ni n2

_ 1 1
U = (X — Y) + ta/2,n1+n272 812) (Tl] + 77,2)

2

5 ar den poolade stickprovsvariansen som ges av

dar s

2 (n1 —1)s% + (n2 — 1)8?

p TL1+TL2—2

Allt vi behover for att ta fram 512) ar givet i uppgiften: 8127 = 2.636.
Fran t-tabellen med ny +no — 2 = 25 frihetsgrader tar vi fram vérdet
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t0.025,25 = £2.06. Nu kan vi ldtt ta fram det observerade konfidensin-
tervallet

11
= (24.3 — 26.4) — 2. 2. — 4+ — ) =-34
(= (24.3 —26.4) 06*\/ 636*<12—|—15> 3.40

1 1
=(24.3—-26.4) + 2. 2. — + — ) = —0.80.
u=(24.3-26.4) + 06*\/636*<12+15) 0.80
Vart observerade 95%-iga konfidensintervall for skillnaden px — py
blev alltsa [—3.4; —0.8].

Om man anvinde sa lag signifikansniva sa kommer konfidensinterval-
let att blir alldeles for stort. Man kommer helt enkelt inte kunna dra
nagra vettiga slutsatser fran konfidensintervallet.



