LABORATION 4
MATEMATISK STATISTIK FOR K, TMAO073
DAvID BOLIN

1 Introduktion

Syftet med den hér laborationen &r att fa en djupare forstaelse for linjér regression samt lara oss hur
vi kan anvianda Matlab for regression.

2 Linjar regression

Vid linjér regression har vi en responsvariabel, y, som antas vara en linjar funktion av en férklarande
variabel x. Forutsdttningen for linjar regression ar att vi kan vélja virdena pa = och att dessa kan
bestammas utan fel. Detta gor att vi kan betrakta z-virdena som fixa konstanter. For varje virde
pa x har motsvarande viarde pa y en viss variation, till exempel pa grund av métfel. Vi véiljer nu ett
antal viarden x1, ..., z, och méter responsvariabeln for dessa viarden. Vi far da métvarden yy, ..., yYn,
dar y; ar virdet som ar uppmétt da den forklarande variabeln &r x; och sd vidare. Vi har alltsa
talpar (z;,Y;) dar z; ar ett fixt virde och Y; ar en slumpvariabel. Modellen vi ansétter for Y; ar

Y, = 8o+ frx; + & (1)

dér e; &r oberoende N(0, 02) slumpvariabler som beskriver mitfelet och 3y och $; ér okénda parame-
trar som beskriver det linjédra sambandet.
Vi anviander minsta-kvadratmetoden for att skatta parametrarna, vilket ger

By =y Biz

Variansen o2 beskriver spridningen kring linjen och skattas som
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Dessa uttryck for parameterskattningarna ar anpassade for att géra berdkningarna for hand. Om
vi istéllet anvinder dator for berdkningarna finns ofta fiardiga program som gor sjélva regressionen.
Annars kan man enkelt berdkna skattningarna genom att forst skapa matriserna

1 = n
1 x Yo
Y
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Skattningarna av By och 1 ges sen av

ISh
och variansen skattas sen med den vanliga kvadratsumman, vilket &r ett betydligt enklare sitt att
gora skattningen om vi har tillgang till en dator.

3 Simulerad data

Vi borjar med att gora ett enkelt simuleringsexempel for att undersoka hur virdet pad o paverkar
modellen och de slutsatser man kan dra fran data.

Skapa en vektor x med vérden 1,2,...,10 och en variabel y som erhalls genom den teoretiska
regressionsmodellen (1) déar Sy och 8y ar kinda. Vi sitter Sy = 1 och 81 = 2 och simulerar tva olika
dataméngder dér vi i den forsta har ¢ = 1 och i den andra har o = 5:

>> betal = 1;
>> betal = 2;

>> n = 10;
>> x = [1:n]°’;
>> y1 = betal0 + betal*x + l*randn(n,1);

>> y2 = betalO + betal*x + 5*randn(n,1);

Titta pa det linjdra sambandet och de tva datamangdernas:

>> figure;

>> subplot(121)

>> plot(x,betal+betal*x,’k’)

>> hold on

>> plot(x,yl,’0’%)

>> subplot(122)

>> plot(x,betal+betal*x,’k’)

>> hold on

>> plot(x,y2,’0”%)

Vi skattar nu parametrarna och ritar upp den skattade regressionslinjen
>> X = [ones(n,1) x];

>> pl = (X’*X)\(X’*y1);

>> 521 = sum((y1-X*p1).72)/(n-2);
>> subplot(121)

>> plot(x,pl(1) + pl(2)*x)

e Skatta parametrarna baserat pa den andra dataméngden ocksd och rita upp den skattade
regressionslinjen.

e Rita upp residualerna e; = y; — 85 — Biz; for de tva skattningarna. Hur paverkas de av vardet
pa o?

Konfidensintervall fér parametrarna ges av:

. 1 22
IBO: BO ita/2(n72>8 54’57“

Iy, = <Bi‘ +ta/a(n — 2)\/;736)

Vi kan till exempel berdkna ett konfidensintervall fér Sy som
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>> Sxx = sum((x-mean(x))."2);
>> cl = p1(1) - tinv(1-0.025,n-2)*sqrt(s21*(1/n + mean(x)~2/Sxx));
>> cu = p1(1) + tinv(1-0.025,n-2)*sqrt(s21*(1/n + mean(x)~2/Sxx));

Alternativt kan vi ocksd anvidnda funktionen regress for att skatta parametrarna och berdkna
konfidensintervallen. Se help regress for att forsta vad funktionen gor.

e Berdkna parameterskattningarna och konfidensintervallen med regress och jamfor med skat-
tningarna vi berdknade ovan.

e Jamfor parameterskattningarna med de sanna parametervirdena. Innehaller konfidensinter-
vallen de sanna vérdena?

Ett konfidensintervall for uy (xg) = By + B1xo ges av

Ly (o) = | Bo + Bizo £ tay2(n — 2)s - + (Sm)

I Matlab kan vi berdkna detta for alla virden zg som:

>> cu
>> cl

pl(1) + p1(2)*x0 + tinv(1-0.025,n-2)*sqrt(s21)*sqrt(1/n + (x0-mean(x)) . 2/Sxx);
pl(1) + p1(2)*x0 - tinv(1-0.025,n-2)*sqrt(s21)*sqrt(1/n + (x0-mean(x))."2/Sxx);

Vi ritar ut intervallet i samma figur:

>> plot(x0,cu,’r’)
>> plot(x0,cl,’r’)

e Skatta konfidensintervallet for den andra datan ocksd. Ar regressionslinjerna innehéllna i kon-
fidensintervallen?

e Skatta och rita ut motsvarande prediktionsintervall. Vad &r skillnaden pa konfidensintervallen
och prediktionsintervallen?

4 Modellvalidering

En mycket viktig komponent i en regressionsanalys dr validering av modellen, vilket betyder att vi
maste forsikra oss om att det dr lampligt att ansdtta en enkel regressionsmodell. Det vanligaste
séittet att gora detta pa &r att berdkna residualerna e; = y; — 33 — B72;. Om modellen &r korrekt bor
dessa residualer

e vara ungefir normalférdelade med véntevirde noll.

e inte uppvisa nagon speciell struktur, som till exempel att de forst 4r negativa, sen positiva, och
sen negativa igen.

e ha ungefir samma variation for alla olika virden pa z, vi far till exempel inte ha att variansen
verkar vara storre for stora viarden pa x.

Lat oss simulera en ny dataméngd, skatta parametrarna och berdkna residualerna:

>> n = 20;

>> x = [1:n]°;

>> y =1 + 2*x + normrnd(0,1,n,1);
>> p = regress(y, [ones(size(x)),x]);
> e =y - p(1) - p(2D*x
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Det enklaste séttet att undersdéka om villkoren i modellen ar uppfyllda ar att rita upp residualerna
och visuellt underséka dem. Vi plottar datan, den skattade linjen, residualerna som funktion av x,
samt ett normalférdelningsdiagram for residualerna:

>> subplot(131)

>> plot(x,y,”.”)

>> hold on

>> plot(x,p(1) + p(2)*x)
>> subplot(132)

>> plot(x,e,’.”)

>> subplot(133)

>> normplot (e)

Undersok nu vad som hdnder med dessa figurer om vi dndrar modellen vi simulerar fran sa att
modellantagandena inte dr uppfyllda. Ni kan till exempel testa simulera data med en kvadratisk
trend

>> y =1+ 2%x.72 + 10%normrnd(0,1,n,1);
byta till ndgon annan férdelning pa métfelet

>> y =1+ 2%x + 10*%trnd(2,n,1);

eller lata variansen pa métfelet bero pa z

>> y =1+ 2%x + x.*normrnd(0,1,n,1);

Kan ni upptécka fran residualplottarna att datan dr simulerad fran fel modell?

5 Exemplet fran forelasningen

Under foreldsningen tittade vi pa exemplet dar vi ville underséka hur ett &mnes specifika virmeska-
pacitet beror av temperaturen. For var och en av fem temperaturer gér man tva métningar av
viarmepakaciteten med féljande resultat:

Temperatur (C) 30 40 50 60 70

varmeskapacitet 0.70 0.74 0.78 0.80 0.82
0.72 073 0.75 0.78 0.81

e Aterskapa figuren vi visade under foreldsningen dir data, den skattade regressionslinjen, dess
konfidensintervall samt prediktionsintervall visades.

6 Extra uppgifter

Gor uppgifterna 1, 2, 10, 15 och 42 pa kapitel 11 i boken. Ni kan &ven gora de rekommendera
ovningsuppgifterna pa kapitel 11 med hjilp av Matlab om ni inte redan har gjort dem.
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