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Sannolikhetsteorins grunder

• Följande gäller för sannolikheter

∗ 0 ≤ P(A) ≤ 1
∗ P(Ω) = 1
∗ P(A ∪B) = P(A) + P(B) om händelserna A och B är oförenliga (disjunkta)

• Additionssatsen för två händelser: P(A ∪B) = P(A) + P(B)− P(A ∩B)

• Betingad sannolikhet: P(B|A) = P(A∩B)
P(A)

• Bayes sats: P(A|B) = P(B|A)P(A)
P(B)

• Satsen om total sannolikhet: P(A) =
∑n
i=1 P(A|Bi)P(Bi), där händelserna B1, . . . , Bn är parvis

oförenliga händelser och
⋃n
i=1Bi = Ω

• A och B är oberoende ⇔ P(A ∩B) = P(A)P(B)

Endimensionella stokastiska variabler

• Fördelningsfunktionen för X: FX(x) = P(X ≤ x)

• Sannolikhetsfunktionen för en diskret s.v. X: pX(k) = P(X = k)

• Täthetsfunktionen för en kontinuerlig s.v. X: fX(x) = dFX(x)
dx

• P(a < X ≤ b) = FX(b)− FX(a) =
{∑b

k=a+1 pX(k) om X är diskret och a och b är heltal∫ b
a fX(x)dx om X är kontinuerlig

Flerdimensionella stokastiska variabler

• Simultan fördelningsfunktion:

FX,Y (x, y) = P(X ≤ x, Y ≤ y) =
{∑

i≤x,j≤y pX,Y (i, j), (diskret s.v.)∫ y
−∞

∫ x
−∞ fX,Y (t, u)dtdu, (kontinuerlig s.v.)

• Marginell täthetsfunktion: fX(x) =
∫∞
−∞ fX,Y (x, y)dy

• P(a ≤ X ≤ b och c ≤ Y ≤ d) =
∫ b
a

∫ d
c fX,Y (x, y)dxdy.

• X och Y är oberoende om

– pX,Y (i, j) = pX(i)pY (j) för alla i och j för diskreta s.v.
– fX,Y (x, y) = fX(x)fY (y) för alla x och y för kontinerliga s.v.



Väntevärden

• Väntevärdet av g(X,Y ):

E(g(X,Y )) =
{∑∞

i=−∞
∑∞
j=−∞ g(i, j)pX,Y (i, j), (diskret s.v.)∫∞

−∞
∫∞
−∞ g(x, y)fX,Y (x, y)dxdy, (kontinuerlig s.v.)

• Varians: V(X) = E((X − E(X))2) = E(X2)− E(X)2

• Standardavvikelse:
√
V (X)

• Kovarians: C(X,Y ) = E((X − E(X))(Y − E(Y ))) = E(XY )− E(X)E(Y )

• Väntevärde av linjärkombintaion: E(
∑n
i=1 aiXi + b) =

∑n
i=1 aiE(Xi) + b

• Varians av linjärkombination: V(
∑n
i=1 aiXi+b) =

∑n
i=1 a

2
iV(Xi)+2

∑n
i=1

∑n
j=i+1 aiajC(Xi, Xj)

• Om X1, . . . , Xn är oberoende så är de okorrelerade, dvs C(Xi, Xj) = 0, i 6= j

• Korrelationskoefficient: ρ(X,Y ) = C(X,Y )√
V(X)V(Y )

Vanliga fördelningar

Binomialfördelning X ∼Bin(n, p)

• p(k) =
(
n
k

)
pk(1− p)n−k, k = 0, . . . , n

• E(X) = np, V(X) = np(1− p)

• X =
∑n
i=1 Yi där Yi är oberoende och Bin(1, p)

• X ∼ Bin(n1, p), Y ∼ Bin(n2, p) samt oberoende ⇒ X + Y ∼Bin(n1 + n2, p)

• Bin(n, p)-fördelningen kan approximeras med Po(np)-fördelningen om p ≤ 0.1 och n ≥ 10

Poissonfördelning X ∼Po(µ)

• p(k) = µk

k! e
−µ, k = 0, 1, . . .

• E(X) = V(X) = µ.

• X ∼Po(µ1), Y ∼Po(µ2) samt oberoende ⇒ X + Y ∼Po(µ1 + µ2)

Geometrisk fördelning, X ∼ Ge(p)
• p(k) = p(1− p)k−1, k = 1, 2, . . .

• E(X) = 1/p, V(X) = (1− p)/p2

Likformig fördelning X ∼U(a, b)

• f(x) = 1
b−a , a ≤ x ≤ b, f(x) = 0 för övrigt.

• E(X) = a+b
2 , V(X) = (b−a)2
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Exponentialfördelning X ∼Exp(λ)

• f(x) = 1
λe
−x/λ, x ≥ 0, f(x) = 0 för övrigt.

• E(X) = λ, V(X) = λ2

Normalfördelning X ∼ N(µ, σ2)

• f(x) = 1
σ
√

2πe
−(x−µ)2/2σ2

,−∞ ≤ x ≤ ∞

• E(X) = µ, V(X) = σ2

• X ∼ N(µ, σ2)⇒ Z = X−µ
σ ∼ N(0, 1)

• FX(x) = Φ(x−µσ ) där Φ(·) ges av tabell.

• Xi ∼ N(µi, σ2
i ), i = 1, . . . , n oberoende ⇒

∑n
i=1 aiXi ∼ N(

∑n
i=1 aiµi,

∑n
i=1 a

2
iσ

2
i )

t-fördelning X ∼t(ν)

• f(x) = 1√
µπ

Γ((ν+1)/2)
Γ(ν/2)

(
1 + x2

ν

)−(ν+1)/2
,−∞ ≤ x ≤ ∞

• X ∼ N(0, 1), Y ∼ χ2(ν) samt oberoende ⇒ X√
Y/ν
∼ t(ν)

χ2-fördelning X ∼ χ2(n)

• f(x) = 1
2n/2Γ( n

2 )e
−x/2xn/2−1, x ≥ 0, f(x) = 0 för övrigt.

• E(X) = n, V(X) = 2n

• X1, . . . , Xn oberoende och N(0, 1)⇒
∑n
i=1X

2
i ∼ χ2(n)

• X1, . . . , Xn oberoende och N(µ, σ2)⇒ 1
σ2
∑n
i=1(Xi − X̄)2 ∼ χ2(n− 1)

F-fördelning X ∼F(n,m)

• f(x) = Γ( n+m
2 )nn/2mm/2

Γ( n
2 )Γ( m

2 ) · x(n−2)/2

(m+nx)(n+m)/2 , x ≥ 0, f(x) = 0 för övrigt.

• E(X) = m
m−2 om m > 2, V(X) = m2(2m+2n−4)

n(m−2)2(m−4) om m > 4

• X ∼ χ2(n), Y ∼ χ2(m) samt oberoende ⇒ X/n
Y/m ∼ F (n,m)

• F1−α(n,m) = 1/Fα(m,n)

Centrala gränsvärdessatsen

Om X1, . . . , Xn är oberoende och likafördelade med E(Xi) = µi och V(Xi) = σ2 så gäller att
∑n
i=1Xi

är approximativt N(nµ, nσ2)-fördelad om n är stort nog. Från detta följer att

• Po(µ) ≈ N(µ, µ) om µ ≥ 15

• Bin(n, p) ≈ N(np, np(1− p)) om np(1− p) ≥ 10
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Statistik och punktskattningar

Beskrivning av data:

• Stickprovsmedelvärde: x̄ = 1
n

∑n
i=1 xi

• Stickprovsvarians: s2 = 1
n−1

∑n
i=1(xi − x̄)2 = 1

n−1
[∑n

i=1 x
2
i − n · x̄2]

• Stickprovskovarians: cxy = 1
n−1

∑n
i=1(xi − x̄)(yi − ȳ)

• Korrelationskoefficient: rxy = cxy

sxsy

Låt x1, . . . , xn vara observationer av oberoende och likafördelade s.v. X1, . . . , Xn med väntevärde µ
och varians σ2, då är stickprovsmedelvärdet en väntevärdesriktig skattning av µ och stickprovsvari-
ansen en väntevärdesriktig skattning av σ2.

Intervallskattningar

Samtliga intervall nedan är tvåsidiga med 100(1− α)% konfidensgrad

• µ då Xi ∼ N(µ, σ2) och σ är känd

Iµ =
(
x̄± zα/2

σ√
n

)

• µ då Xi ∼ N(µ, σ2) och σ är okänd

Iµ =
(
x̄± tα/2(n− 1) s√

n

)

• σ2 då Xi ∼ N(µ, σ2) och µ är okänd

Iσ2 =
(

(n− 1)s2

χ2
α/2(n− 1)

,
(n− 1)s2

χ2
1−α/2(n− 1)

)

• µ1 − µ2 då Xi ∼ N(µ1, σ
2
1), i = 1, . . . , n1 och Yi ∼ N(µ2, σ

2
2), i = 1, . . . , n2

∗ då σ1 och σ2 är kända

Iµ1−µ2 =
(
x̄− ȳ ± zα/2

√
σ1
n1

+ σ2
n2

)
∗ då σ1 = σ2 = σ där σ är okänd

Iµ1−µ2 =
(
x̄− ȳ ± tα/2(n1 + n2 − 2)sp

√
1
n1

+ 1
n2

)
, där s2

p = (n1 − 1)s2
1 + (n2 − 1)s2

2
n1 + n2 − 2

∗ då σ1 6= σ2 är okända (approximativt)

Iµ1−µ2 =

x̄− ȳ ± tα/2(f)

√
s2

1
n1

+ s2
2
n2

 , där f = (s2
1/n1 + s2

2/n2)2

(s2
1/n1)2

n1−1 + (s2
2/n2)2

n2−1

• σ2
1/σ

2
2 då Xi ∼ N(µ1, σ

2
1), i = 1, . . . , n1 och Yi ∼ N(µ2, σ

2
2), i = 1, . . . , n2 där µ1 och µ2 okända

Iσ2
1/σ

2
2

=
(

s2
1/s

2
2

Fα/2(n1 − 1, n2 − 1) ,
s2

1/s
2
2

F1−α/2(n1 − 1, n2 − 1)

)
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• ∆ då Zi = Xi − Yi ∼ N(∆, σ2), i = 1, . . . , n där σ okänd (stickprov i par)

I∆ =
(
z̄ ± tα/2(n− 1) sz√

n

)

• p då X ∼ Bin(n, p) (approximativt då np(1− p) ≥ 10)

Ip =

p∗ ± zα/2
√
p∗(1− p∗)

n

 , där p∗ = x

n

• p1 − p2 då X1 ∼ Bin(n1, p1) och X2 ∼ Bin(n2, p2)(approximativt då nipi(1− pi) ≥ 10)

Ip1−p2 =

p∗1 − p∗2 ± zα/2
√
p∗1(1− p∗1)

n1
+ p∗2(1− p∗2)

n2

 , där p∗i = xi
ni

• µ då X ∼Po(µ) (approximativt då µ ≥ 15)

Iµ =
(
x± zα/2

√
x
)

Regression

Modellen är yi = β0 + β1xi + εi, i = 1, . . . , n där εi ∼ N(0, σ2) är oberoende.

• Minsta-kvadratskattningar

β∗1 = Sxy
Sxx
∼ N(β1,

σ2

Sxx
)

β∗0 = ȳ − β∗1 x̄ ∼ N
(
β0, σ

2
(

1
n

+ x̄2

Sxx

))

s2 = Q0
n− 2 där Q0 =

n∑
i=1

(yi − β∗0 − β∗1xi)2 = Syy −
S2
xy

Sxx

Sxx =
n∑
i=1

(xi − x̄)2, Syy =
n∑
i=1

(yi − ȳ)2, Sxy =
n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)

• Tvåsidigt konfidensintervall för µY (x0) = β0 + β1x0

IµY (x0) =

β∗0 + β∗1x0 ± tα/2(n− 2)s

√
1
n

+ (x0 − x̄)2

Sxx


• Tvåsidigt prediktionsintervall för Y (x0)

IY (x0) =

β∗0 + β∗1x0 ± tα/2(n− 2)s

√
1 + 1

n
+ (x0 − x̄)2

Sxx
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