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CHALMERS
Oberoende stickprov

Vi antar att vi har tvé oberoende stickprov
e n observationer X11, X12,..., X1p, fran N(uq,0%).
e ny observationer Xo1, Xo9, ..., Xon, fran N(ua,03).
Vi vill nu testa om vi kan anta att p; = pa.
Infor @ = 11 — po som vi skattar med 6* = X; — Xs. Vi vill nu
bilda ett konfidensintervall for # samt testa hypotesen

HO 10 = 0,
vilket & samma sak som att testa p; = o, mot
H,:0+#0

eller ndgon ensidig hypotes, § > 0 (som motsvarar 1 > pg) eller
6 < 0 (som motsvarar p1 < pg). Vi skiljer pa tre fall:

@ o7 och o9 ar kanda.

® 01 = 09 = o dar o ar okand.

® o2 och o9 dr okdnda och ej sikert lika.
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Kanda o7 och o9

Om o1 och o9 ar kdnda giller att

2 2
V(0%) = V(X; — Xo) = % n %
1 2

Vi kan nu direkt anvanda detta for att bilda ett konfidensintervall
for 6

o? o3
Iy = (9*:|:Za/2 V(Q*)): il—i‘Q:I:za/z 71_,'_72
ni no
Vill vi gbra ett hypotestest kan vi anvanda detta konfidensintervall
eller anvanda att B B
X1 Xy
V(6%)
ar N(0, 1)-fordelad. Det vill siga, med denna teststorhet berdknar
vi p-vardet som p = 2(1 — ®(|Tpps|)), precis som for ett vanligt
normalbaserat test. Ensidiga test gors analogt.
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Poolad skattning av en gemensam varians

Om vi kan anta att varianserna ar lika kan vi vinna en del precision
p& att anvinda data fran bada stickproven for att skatta den
gemensamma variansen. En skattning nar vi anvinder data frén
flera stickprov for att skatta variansen brukar kallas for "pooled
estimate” p3 engelska.

Sats

En vintevardesriktig skattning av ett gemensamt o fran k olika
normalférdelningar N(u;, o%) fas genom den sammanvigda
skattningen

2 (m— 1)s1 4 (ng — 1)s3 4 -+ - + (n, — 1)s3

? (=1 + 2 —1)+---+ (g — 1)
Dessutom giller att (N — k)S>/o? ar x*(N — k)-fordelad, dar
N = Zf:l -
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01 = 09 = o dar o ar okand

Enligt satsen far vi att den sammanvigda skattningen av o2 ges av

o (n1—1)st+ (na—1)s3

T i — 1)+ (2 — 1)

och vi skattar variansen av 6* med sf,(l/nl + 1/n9).

Detta ger att - -
X1 — Xy
spy/1/n1 +1/ng

ar t(ny + ne — 2)-fordelad.

Vi kan nu bilda konfidensintervall och géra hypotestest for 6 som
tidigare.
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Okédnda oy och o9 dar o1 # o9

Att testa om tva vantevarden ar lika i fallet med olika och okédnda
varianser visar sig vara komplicerat.
Féljande sats presenterar en approximativ metod.

Sats
Om o1 och o9 ar okdnda och o1 # o9 s3 galler att

X, — X,
V/s1/n1 + s2/ng

ar approximativt t(f)-fordelad dar

T =

(s1/n1 + s3/n2)?
(53/m1)? + (s3/m2)?

nyp—1 ng—1

f=

Vi kan nu bilda konfidensintervall och utféra hypotestest pd samma
satt som tidigare.
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Jamforelse av variansen for oberoende stickprov

Om det inte ar kant fran forsoksuppstéllningen kan vi behdva testa
om vi kan anta 01 = 09

Ibland kan det ocks& vara intressant i sig att jimféra varianserna,
till exempel om
e Man vill jamféra tvé produktionsmetoders forméga att skapa
produkter av jamn kvalitét. Man tillverkar ett antal satser med
de tv8 metoderna och jamfér varianserna.

e Man har tagit fram en ny borste i ett limaggregat och vill veta
om den ger jamnare limfogar. Man mater darfor nigra
limfogar gjorda med den gamla borsten och n&gra med den
nya borsten och jamfor varianserna.
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Jamforelse av variansen for oberoende stickprov

For att jamfora de tvd varianserna infor vi teststorheten

s/}
= 2/.2
s3/05

Vi vet sedan tidigare att (n; — 1)s?/0? ir x?(n; — 1)-férdelad om
observationerna ar normalférdelade, och vi infér nu F-fordelningen
som beskriver hur kvoten av y2-variabler beter sig.

Definition

Om V4 ~ x2(f1) och Vo ~ x2(fo) ar oberoende s& giller att

Vi/fi
Va/ fa

ar F(fi, fo)-fordelad ("F-fordelad med f; och fo frihetsgrader”)
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Tathetsfunktionen for F'(f1, fo)-fordelningen

21
—f1=1, f2=1
s _f1=2, f2=1
: f1=5, f2=2
f1_50, f2=1
1L —f.=50, f =50
05+
0
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Jamfordelse av variansen (forts.)

Enligt definitionen har vi att T" & F'(n; — 1,ny — 1)-férdelad. Vi
later Fio(f1, f2) beteckna a-kvantilen i F-fordelningen och far att
ett konfidensintervall for 0% /o2 ges av

s1/s5 s1/s5

Fojp(ni—1ng —1)" Fi_y/5(n1 — 1,mg — 1)

Ia%/og -

For hypotestest av 07 /o3 = 1 bildar vi teststorheten
2.2
T - 51/52

som under Hy ar F'(n; — 1,ny — 1)-fordelad. For att underlatta
berdkning av p-vardet, valj s; som den stérre av det tva
stickprovsvarianserna.
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Stickprov i par

En annan vanlig situation ar att m3tningarna uppkommer i par, till
exempel om
e Man vill studera hur mycket rokare gér upp i vikt nar de slutar
roka. Man mater d& vikten fore och efter for varje person fore
och efter den slutar réka och jamférelsen sker for varje person.
e Man vill studera systematiska skillnader mellan tva
matmetoder och anvinder varje metod p3 var och ett av ett
antal prover och jamfér de tvd metoderna for varje prov.
Modellen vi nu ansatter ar att vi har n observationer i tva stickprov

X17X27"'7Xn YlaY'QM"?Yn

For varje matning bildar vi differensen som antas vara
normalfdrdelad:

D;=X; - Y; ~N(A,0?)
Vi vill nu testa om A = 0, vilket gors som vanligt for
normalférdelade matningar.
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For och nackdelar med stickprov i par

Ofta ar det mer effektivt att anvanda stickprov i par dn oberoende
stickprov, sarskilt om variationen mellan matningarna ar stor. Vi
kan dela upp variationen i D; som 0% = 03 + 0% dar o} beskriver
variationen mellan objekten. Vid stickprov i par har vi

V(D) =20%/n
medan om vi antar modellen oberoende stickprov s& har vi
V(X =Y) =2(c8 + k) /n.

Alltsa vinner vi ndgot pa analysen om oy > 0.

Det vi forlorar pa att anvianda modellen &r att vi minskar antal
frihetsgrader i skattningen av variansen. For oberoende stickprov
anvander vi 2n — 2 frihetsgrader vid test, medan vi anvander n — 1
frihetsgrader vid stickprov i par.
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Binomialfordelningen

Lat X ~ Bin(n,p). Vi observerar = och vill ha information om p.

p* = x/n ar en vantevardesriktig skattning av p med varians
V(p*) = p(1 —p)/n.

Centrala gransvirdessatsen som siger att X 3r approximativt
N(np, np(1 — p))-fordelad om n &r stor. En tumregel brukar vara
att om np(1 — p) > 10 sa fungerar normalapproximation bra. Vi
har d& att p* &r approximativt N(p, p(1 — p)/n)-fordelad och att
_propr
p*(1=p*)/n

ar approximativt N(0, 1)-fordelad.
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Konfidensintervall

Ett konfidensintervall med approximativ konfidensgrad 1 — « fas

som
Iy = [p" £ zapV/p*(1 — p*) /7]

Eftersom p dr en sannolikhet bildas ensidiga intervall som

0,p" + za/P*(1 — p*)/n]

och
[p* = zav/p*(1 —p*)/n, 1]
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Hypotestest

Vill vi testa

Hy :p=po
Hy:p#po

eller en ensidig hypotes Hy : p > pg eller Hy : p < pg.

Under Hy &r X ~ Bin(n, pp), och vi kan direkt berikna p-virdet
for testet:

e p=Pp,(X >2z)om H; :p> po.
e p=Pp,(X <z)om H; :p < po.

e p=2Pg,(X >z) om x > npy och p=2Pg, (X < z) om
x < npgifallet Hy : p # po.
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Jamforelser i binomialférdelningen

Antag att X7 ~ Bin(ni,p1) och X5 ~ Bin(ng, p2) och vi vill testa
om det ar rimligt att anta att p; = po.

pi — p5 ar en vantevardesriktig skattning av p; — pa.
Om n1p1(1 —p1) och napa(1 — p2) bada &r stora (sdg storre dn 10)

s ar p; — p5 approximativt normalfordelad. Vi har

(1—p1) n p2(1 —p2)
ni no

* * P1
V(py —p3) =

ett konfidensintervall for p; — po f&s som

p1( P1)+p2( pz)

Ipy—py = [P —p2 £ Za/Q\/ o "
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Hypotestest

Om vi vill testa Hy : py = p2 kan vi anvdnda en poolad
variansskattning eftersom vi har under Hy att

Vi, (pi —p3) =p(1 —=p)(— — —)

Har &r p det gemensamma virdet under Hy, vilket skattas som

« _ T1+ X2
ny + ng

Vi bilar d& teststorheten
pI —P5
* * 1
VP =) + %)

som under Hy ar approximativt N(0, 1) fordelad.

T —
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Teckentest for medianen

e Medianen fér en kontinuerlig fordelning ar definierad som det
tal M sd att P(X < M) =P(X > M) =1/2.

e Givet ett stickprov av storlek n vill vi testa Hy : M = My mot
en ensidig eller tvasidig mothypotes.

e L&t Q4 vara antalet observerade varden storre an M.

e L&t (Q_ vara antalet observerade viarden mindre an M.

e Under Hy ar Q4+ ~ Bin(n,1/2) och Q_ ~ Bin(n,1/2).

e Om H; : M < My, forkasta Hy om @ &r for liten.

e Om Hy : M > M, forkasta Hy om Q_ ar for liten.
e Om Hy : M # My, forkasta Hyp om min(Q4,Q—) ar for liten.

e Teststorheten ar binomialfordelad, vi kan direkt berakna
p-vardet.

e Om X; — M = 0 raknar vi den observationen till den minsta
av Q, eller Q_ eftersom det inte motsager Hy.
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Wilcoxons ranktest

o Berdkna alla absolutdiffereneser | X; — Mj| och ordna dessa i
6kande storleksordning.

e L&t R; vara ranken for den ite absolutdifferensen génger
tecknet pd motsvarande avvikelse.

e Berikna Wilcoxons teststorheter

wy= > R, W_l= > |Ri

:R; >0 :R; <0

e Definiera teststorheten W = min(W,, |W_|). Kritiska varden
for W finns tabulerad for olika n och «.

e Om tva absolutdifferenser ar lika stora s tilldelar vi dem
medelvardet av motsvarande ranker. Till exempel om vi
observerar differenser 2 och —2 som skulle & rankerna 4 och 5
s§ tilldelar vi dem b&da rank 4.5 g&nger motsvarande tecken.
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Exempel for stickprov i par

| fallet med parade observationer (X1,Y1), ..., (Xm, Yn) bildar vi
forst differenserna X; — Y; och anvander sedan ett ranktest p3
differenserna for att testa om differensernas median ar noll.

Exempel 10.6.2 i boken. Vi vill testa hur mycket minne tvé
statistiska paket anvinder vid analys av ett dataset. Vi gor
matningar (i Kb).

Program Paket X PaketY D, =X;-Y;

1 512 500 12
2 650 600 50
3 890 890 0
4 410 400 10
5 1050 1025 25
6 1500 1400 100
7 600 625 -25
8 750 710 40
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Exempel (forts)

Vi vill testa

Hy: Mx = My
Hy: Mx # My

Vi ordnar differenserna och berdknar rankerna

IDi: 0 10 12 25 25 40 50 100
Rank: 1 2 3 45 45 6 7 8
R,: -1 2 3 —-45 45 6 7 8

Vi har nu
W, =2+3+45+6+7+8=2305

och [W_| =|—1| 4+ | —4.5| = 5.5. Eftersom vi har ett tvasidigt
test anvander vi W = min(|W_|, W,) = 5.5. Fran tabell ser vi att
den kritiska punkten for ett tvasidigt test med o = 0.1 &r 6.
Eftersom W = 5.5 < 6 s8 kan vi forkasta Hy.
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Wilcoxons ranksummetest (1)

Antag att vi har tv3 oberoende stickprov X7,..., X, och
Y1,...,Y, fran ndgra fordelningar X respektive Y.

Vi vill jamféra medianerna for de tva variablerna:

Hy: My = My
Hy: My # My
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Wilcoxons ranksummetest (I1)

e Ordna de m + n vardena i dkande storleksordning och ge varje
observation en rank R; fran 1 till m + n.

e Om vi har varden som &r lika stora tilldelar vi dem
medelranken precis som i rank-testet.

e Vi antar att m < n och bildar teststorheten W,,, som summan
av rankerna associerade med variablerna X1, ..., X,,.

e Det kritiska vardet for W, finns tabulerat for olika varden pé
m, n, och a.
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