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CHALMERS
Teckentest for medianen

e Medianen fér en kontinuerlig fordelning ar definierad som det
tal M sd att P(X < M) =P(X > M) =1/2.

e Givet ett stickprov av storlek n vill vi testa Hy : M = My mot
en ensidig eller tvasidig mothypotes.

e L&t Q4 vara antalet observerade varden storre an M.

e L&t (Q_ vara antalet observerade viarden mindre an M.

e Under Hy ar Q4+ ~ Bin(n,1/2) och Q_ ~ Bin(n,1/2).

e Om H; : M < My, forkasta Hy om @ &r for liten.

e Om Hy : M > M, forkasta Hy om Q_ ar for liten.
e Om Hy : M # My, forkasta Hyp om min(Q4,Q—) ar for liten.

e Teststorheten ar binomialfordelad, vi kan direkt berakna
p-vardet.

e Om X; — M = 0 raknar vi den observationen till den minsta
av Q, eller Q_ eftersom det inte motsager Hy.
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Wilcoxons ranktest

o Berdkna alla absolutdiffereneser | X; — Mj| och ordna dessa i
6kande storleksordning.

e L&t R; vara ranken for den ite absolutdifferensen génger
tecknet pd motsvarande avvikelse.

e Berikna Wilcoxons teststorheter

wy= > R, W_l= > |Ri

:R; >0 :R; <0

e Definiera teststorheten W = min(W,, |W_|). Kritiska varden
for W finns tabulerad for olika n och «.

e Om tva absolutdifferenser ar lika stora s tilldelar vi dem
medelvardet av motsvarande ranker. Till exempel om vi
observerar differenser 2 och —2 som skulle & rankerna 4 och 5
s§ tilldelar vi dem b&da rank 4.5 g&nger motsvarande tecken.
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Exempel for stickprov i par

| fallet med parade observationer (X1,Y1), ..., (Xm, Yn) bildar vi
forst differenserna X; — Y; och anvander sedan ett ranktest pd
differenserna for att testa om differensernas median ar noll.

Vi vill testa hur mycket minne tva statistiska paket anvander vid
analys av ett dataset. Vi gor matningar (i Kb).
Program Paket X PaketY D, =X;-Y;

1 512 500 12
2 650 600 50
3 890 890 0
4 410 400 10
5 1050 1025 25
6 1500 1400 100
7 600 625 -25
8 750 710 40
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Exempel (forts)

Vi vill testa

Hy: Mx = My
Hy: Mx # My

Vi ordnar differenserna och berdknar rankerna

IDi: 0 10 12 25 25 40 50 100
Rank: 1 2 3 45 45 6 7 8
R,: -1 2 3 —-45 45 6 7 8

Vi har nu
W, =2+3+45+6+7+8=2305

och [W_| =|—1| 4+ | —4.5| = 5.5. Eftersom vi har ett tvasidigt
test anvander vi W = min(|W_|, W,) = 5.5. Fran tabell ser vi att
den kritiska punkten for ett tvasidigt test med o = 0.1 &r 6.
Eftersom W = 5.5 < 6 s8 kan vi forkasta Hy.
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Wilcoxons ranksummetest

Antag att vi har tv3 oberoende stickprov X1,..., X,, och
Y1,...,Y, fran ndgra fordelningar X respektive Y och vill jamfora
medianerna for de tva variablerna.

e Ordna de m + n vérdena i 6kande storleksordning och ge varje
observation en rank R; fran 1 till m + n.

e Om vi har varden som &r lika stora tilldelar vi dem
medelranken precis som i rank-testet.

e Vi antar att m < n och bildar teststorheten W,,, som summan
av rankerna associerade med variablerna X1, ..., X,.

e Det kritiska vardet for W, finns tabulerat for olika virden p&
m, n, och a.
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Exempel (1)

Vi har tv3 olika typer av varmepannor och vill testa om marke A
varmer upp ett rum snabbare 4n marke B. Vill testa

Hy: Mg = Mp

Hy: My < Mp

Matningarna ar

Marke B: 69.3 56.0 22.1 476 53.2 48.1 23.2 138
52.6 344 60.2 438

Marke A: 28.6 25.1 26.4 349 29.8 28.4 385 30.2
30.6 31.8 416 21.1 36.0 379 139
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Exempel (I1)

Vi poolar matningarna och ordnar dem i stigande storleksordning:

Obs: 13.8 139 21.1 221 232 25.1 264 284 286...
Marke: B A A B B A A A A...
Rank: 1 2 3 4 5 6 7 8 9...

Stickprov B dr det mindre stickprovet och teststorheten blir darfor

Wpn=1+4+5+...=212

Vi slar upp det kritiska vardet for teststorheten i tabell. Med

m =12 och n =m + 3 = 15 och a = 0.05 f&r vi att det kritiska
vardet for testet ar 202. Eftersom W,,, = 212 > 202 kan vi forkasta
Hy och kan alltsd p&st3 att marke A varmer upp snabbare.
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Exempel, regression

Vi vill understka hur ett dmnes specifika virmeskapacitet (dmnets
form&ga att magasinera termisk energi) beror av temperaturen.

For var och en av fem temperaturer gér man tvd matningar av
varmepakaciteten med féljande resultat:

Temperatur (C) 30 40 50 60 70
varmeskapacitet 0.70 0.74 0.78 0.80 0.82
0.72 0.73 0.75 0.78 0.81
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Exempel (forts)

Vi ser att virmekapaciteten ser ut att dka for hégre temperaturer
och vi vill nu anpassa en linje

y=Bo+ Bz

till datan.

Med hjalp av den skattade linjen kan vi till exempel skatta
vantevardet for den specifika virmekapaciteten (y) for en given
temperatur ().

Vi vill ocks3 ha ett matt pd hur stor de enskilda matvardenas
spridning kring linjen 3r. Det 3r detta vi gor med linjar regression.
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Modellbeskrivning

| exemplet ovan hade vi en responsvariabel, y, som ar en linjar
funktion av en férklarande variabel x.

o Forutsdttningen for linjar regression ar att vi kan valja vardena
pé x och att dessa kan bestimmas utan fel. Detta gor att vi
kan betrakta z-virdena som fixa konstanter.

e For varje varde pd x har motsvarande virde p3 y en viss
variation, till exempel p& grund av mitfel.

e Vi viljer nu ett antal varden x4, ..., x, och mater
responsvariabeln fér dessa varden. Vi far d& matvarden
Y1, - -+ Yn, dar y1 dr virdet som dr uppmitt da den

forklarande variabeln ar 1 och s& vidare.
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Modellbeskrivning

Vi har alltsa talpar (x;,Y;) dér x; ar ett fixt viarde och Y; &r en
slumpvariabel. Modellen vi ansatter for Y; ar

Y = Bo + frxi + & (1)

dir ; ir oberoende N(0,0?) slumpvariabeler som beskriver
matfelet och By och 31 ar okdnda parametrar som beskriver det
linjdra sambandet.

Ett annat sitt att skriva upp modellen p& &r allts3 att
2
)/;: ~ N(BO + leiaa )7

det vill sdga att vi har ett linjart samband som bestammer
vantevirdet hos Y och en viss mitfelsvarians o2 som beskriver de
enskilda observationernas variation kring vantevardet 5y + (1.
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Minsta-kvadratmetoden

Antag den lite mer generella modellen att vintevardet for Y ges av
en funktion f:

E(}/Z) = f(ela s 79k7$i)

Parametrarna 61, ..., 0 skattas enligt minsta-kvadratmetoden
genom att minimera kvadratfelet fér den datan vi har

n
S(O1,....0k) = (yi — f(Or,..., 0k, i)
i=1
med avseende p& parametrarna 61, ...,0;.
Losningen brukar fas som |6sningen till ekvationerna
oS
D0, fori=1,....k
20, !
Ekvationssystemet |Gses av 67, ..., 8} som kallas for

MK-skattningarna av 61, ..., 0.
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MK-skattningar av 3y och [3;

Infor

n n

Sz = Z:(a:Z —7)? = Zw? — nz?
i=1 i=1
n n

Syy = Z(yz -9’ = Zy? —ny’
i=1 i
n

Sxy:Z((L‘ —JI szyz_ zy
i=1

Vi kan nu skriva 18sningen till ekvationssystemet som

By =19- Bz
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MK-skattning av o2

Variansparametern o2 beskriver spridningen kring linjen och skattas
som s2 = % dar

Qo= (yi— B — Bim:).
i=1
Om vi raknar for hand kan vi anvanda att
2

* Sxy
Qo = Syy — B1Sea = yy S

Vi delar p& n — 2 eftersom tv3 frihetsgrader anvands till att skatta
Bo och f.
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Exempel (forts)

Vi skattar nu linjen i exemplet ovan.

10
1
T = Tozxi =(30+30+40+...+70)/10 = 50
=1
1 10
7= 15 > yi=(0.70+0.72+ ... + 0.81)/19 = 0.763
i=1
10
Sew = > _ a7 — 102% = 27000 — 10 - 50> = 2000
=1
10
Syy = >y — 10§* = 5.8367 — 10 - 0.763% = 0.01501
=1
10
Sey = Y _ iy — 1027 = 386.8 — 1050 - 0.763 = 5.3
=1
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Exempel (forts)

och far darfér skattningarna

B1 = Say/Sze = 5.3/2000 = 0.00265
By =9y — Pz = 0.6305

1 52
2 zy
= Syy — = 0.00012.
y n—2 ( vy Sm>

En skattning av standardavvikelsen dr s = 4/0.00012 = 0.011.
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Den skattade regressionslinjen By 4+ (1x
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Egenskaper hos skattarna

Eftersom 85 = g — 5% s& ar

vilket betyder att den skattade linjen alltid g&r genom punkten
(Z,9).

Detta betyder att om vi centrerar datan,
(x; —Z,y; — §),t = 1,...,n sa har vi att

yi — 9 = Bi(x; — T)

och vi har d& bara en parameter, 31, att skatta.
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Vi kan skriva den skattade linjens ekvations som antingen
y =B+ bz

eller
y=Y + fi(z — 1)

dar 3, Bf och Y 3r slumpvariabler.

Vi har att
2
E(Y) = o + 51T V(Y) = %
*\ *) = 02 = 0-2
E(B1) = b1 V( 1)_5_:;;9;_ Yoz —T)

Vi ser alltsd att 5 ar vantevardesriktig.
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Fordelen med representationen
y=Y +fi(z —2)

ir att C(Y, 37) = 0. Detta gora att vi enkelt kan berikna variansen
for linjen genom att summera osikerheten i hdjdled, V(Y'), samt
osakerheten i lutning, V(57).

Om p3 (zo) = B + Bixzo ar den skattade linjens varde for ett fixt
T Sa ar

E(uy (20)) = Bo + Brwo

samt

V(i (w0)) = o [1 + (xOS;j)T

n
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Anmarkning

Om vi i satsen ovan sitter xg = 0 ser vi att
E(Bo) = Bo

samt att
X

2
V@) =0 |+ g

n

Det framgar ocksa i satsen att osdkerheten i linjenskattningen Skar
med xq:s avstand till .

Vi ser ocksa fran de tvé satserna att 35, 57 och p3 (z) alla &r
vantevardesriktiga.
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Skattningarnas fordelningar

Om ¢; ar normalférdelade giller att Y, 35, 87 och 35 + Bfwo ocksa
ar normalférdelade.

Eftersom skattarna ar summor av Y; s3 giller enligt CGS satsen
approximativt dven om g; avviker frdn normalférdelningen.

Sats
Om ¢g; ar normalférdelade s3 giller att

(n —2)s?

2
~Y —2
o2 X" (n )

vidare dr s? oberoende av Y, 3, B} och B85 + Biwo.
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Konfidensintervall och test

L&t 6 vara ndgon av [y, 51 eller By + B1xg. Vi vet att dess
skattningar ar normalférdelade och vi har tagit fram variansen av
skattningarna. L&t d(6*) vara standardavvikelsen for skattningen, vi
har d3 att 0o

T="—c~tn-—2

ay "2

vilken p& vanligt satt anvands fér att gora test och bilda
konfidensintervall,

Iy = (0" £ to/2(n —2)d(67))
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Konfidensintervall

o Konfidensintervall for 3y:

1 z2

I,B(): Bgita/2(n—2)3 E—{—Sim

o Konfidensintervall for (3;:

. s
I, = (51 ita/2(n —-2) S >

o Konfidensintervall for py (zo) = So + Sizo:

N (z0 — 7)?

x| 1
Liy (o) = | Bo + Bizo taja(n —2)s ~ o
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Prediktionsintervall

Om man ar intresserad av var en framtida observation Y kommer
ligga for ett visst 29, och man anvinder d& ett prediktionsintervall.
Skillnaden mellan ett konfidensintervall for uy och ett
prediktionsintervall for Y ar att konfidensintervallet talar om var
vantevardet troligen ligger, medan prediktionsintervallet talar om
var en framtida observation troligen ligger.

Eftersom vi har en viss spriding kring linjen for de faktiska
observationerna s& maste prediktionsintervallet vara bredare an
konfidensintervallet, och man kan visa att

_ =)2
Y*(xg) ~ N <5{) +51x0702(1 + % 4 (xosft))) '

Ett prediktionsintervall bildas nu som

(zo — T)?

* * 1
Iy @) = | Bo +61$0:|:tp/2(n—2)3\/1—|—n+ T
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Exempel (forts)

Vi berdknar konfidensintervall for regressionslinjen samt
prediktionsintervall for framtida observationer for exemplet med
varmekapaciteten. De bl§ linjerna visar dvre och undre granser for
konfidensintervallet for alla varden p& z och de rdda linjerna ar
granserna for motsvarande prediktionsintervall.
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Modellvalidering

En mycket viktig komponent i en regressionsanalys &r validering av
modellen, vilket betyder att vi méste férsikra oss om att det &r
lampligt att ansatta en enkel regressionsmodell. Det vanligaste
sdttet att gora detta pd dr att berdkna de s& kallade residualerna

ei =y — By — Bl

Om modellen dr korrekt bér dessa residualer
e vara ungefdr normalférdelade med vantevarde noll.
e inte uppvisa ndgon speciell struktur som funktion av z.

e ha ungefdr samma variation for alla olika varden pa z, vi far till
exempel inte ha att variansen verkar vara storre for stora
varden p3 x.

Undersok visuellt genom att plotta residualerna som funktion av x
och anvanda normalférdelningsdiagram.
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Det ar ocksa viktigt att inse att vi inte kan vara sdkra pé att den
linjara modellen stammer for x utanfér matomradet.

My HOBBY: EXTRAPOLATING

AS YOU CAN SEE, BY LATE
NEXT MONTH  YOU'LL RAVE
OVER FOUR DOZEN HUSBANDS,
BETTER GET A
BULK. RATE ON
WEDDING CAKE.

Linjar regression — Modellvalidering David Bolin



	Title page
	Icke-parametriska metoder
	Teckentest
	Ranktest
	Ranksummetest

	Linjär regression
	Egenskaper hos skattarna
	Modellvalidering


