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Projektet

e Projektet ska ldmnas in senast méndag 2015-06-01, kl 23:59.
e Lamna in rapporten som en PDF (inga MS Word-filer!).

e Inkludera ocks8 koden som ni anvande for att utféra
berdkningarna.

e Se projektbeskrivningen for bedomningskriterier samt for
anvisningar till hur rapporten ska skrivas.

e | projektbeskrivningen finns en checklista for granskning av
rapporter. G& igenom och bocka av listan med fr&gor innan
rapporten lamnas in!

Title page David Bolin
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Utfall och utfallsrum

slumpmassigt forsok

Man brukar siga att ett slumpmassigt forsok ar ett forsok som kan
upprepas under vasentligen identiska forhéllanden dar utfallet av
forsoket inte exakt kan forutsagas i det enskilda fallet.

Utfall och utfallsrum

Resultatet av ett forsok kallas for ett wtfall w, och mangden av alla
mojliga utfall kallas for utfallsrummet Q.

Handelser

Man kan ocksa satta samman olika utfall till hdndelser. En
handelse A dr en mangd av utfall, det vill siga en delmangd av
utfallsrummet Q.

Sannolikhetsteori David Bolin
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Snitt, union och komplement

L3t A och B vara tv3 handelser, vi definierar

Komplement, A€
Mangden av alla utfall som inte finnsi A. A°=Q\ A.

Union, AU B
Mangden av alla utfall i A eller B.

Mangden av alla utfall som finns i A och B.

Den tomma mangden ()

Brukar kallas for en omgjlig handelse. Om AN B = () s& sager vi
att A och B ar oférenliga, disjunkta, eller utesluter varandra.

Sannolikhetsteori David Bolin



CHALMERS
Venndiagram

Sannolikhetsteori David Bolin
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Kolmogorovs axiomsystem

Kolmogorovs axiomsystem

L&t Q vara ett utfallsrum. En sannolikhet, eller sannolikhetsmatt
P : Q — R ar en reell funktion som tar handelser i £ som argument
och returnerar ett reellt tal, och som uppfyller

®0<PA) <.
® P(Q)=1.
® Om Ay, Ay, ... dr an foljd av disjunkta hiandelser s& giller att

() - S
=1 =1

Speciellt s3 galler att om handelserna A och B ar disjunkta s& ar

P(AUB) =P(A) + P(B).

Sannolikhetsteori David Bolin
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Egenskaper hos sannolikhetsméattet

Ur axiomen kan vi harleda féljande egenskaper.

Egenskaper

For ett sannolihetsmatt P galler att
® P0)=0.
@ P(A°) =1-P(A).
® P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB).

Att dessa ar uppfyllda inses enkelt genom att rita Venndiagram!

Sannolikhetsteori David Bolin
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Betingad sannolikhet

WHOAI WE SHOULD GET INSIDE!

B IT5 OKAY! LIGHTNING ONLY KILLS

ABOUT Y5 AMERICANS A YEAR, SO
THE CHANCES OF DYING ARE ONLY
ONE N 7000000, LETS GO ON!

THE ANNUAL DEATH RATE AMONG PEOPLE
WHO KNOW THAT STATISTIC IS ONE IN SIX.

Sannolikhetsteori David Bolin
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Betingade sannolikheter

Vi vill ibland berakna sannolikheten for en handelse A givet att vi
vet att en annan handelse B har intriffat. Vi vill d3 veta den s3
kallade betingade sannolikheten fér A givet B.

Betingad sannolikhet

Antag att P(B) > 0. Den betingade sannolikheten for A givet B

definieras som
P(ANB)

P(B)

Multiplikationssatsen for sannolikheter

Om A och B ar hiandelser s& géller att

P(A|B) =

P(ANB)=P(B|A)P(A) = P(A|B)P(B).

Multiplikationssatsen ar speciellt anvandbar for att berakna
sannolikheten for successiva hiandelser som p&verkar varandra.

Sannolikhetsteori David Bolin
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Bayes sats

..AND MY YARD HAS 50
MUCH GRASS, AND TLL
TEAGH YOU TRICKS, AND...

*

Bayes sats
For tvd handelser A och B galler att

P(B|A)P(4)

P(AIB) = =5

Man har ofta nytta av att skriva om ndmnaren P(B) som
P(B) = P(B|A)P(A) + P(B|A°)P(A)

Sannolikhetsteori David Bolin
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Sannolikhetsteori

T'™ NEAR lIPrCKEDUP
THEOCEM

p(‘[ PICKED UP I‘]‘"INEPR)P(Iﬂ NERR

ASEASHELL. | THE OcEAN) I \ THE OCEAN
P(I PICKED UP
-~
CgPi 5HHHj
5?&.::05;-[

\_\

SIFTISTICALLY SPEAKING, IF YOU PICK UP A
SEASHELL AND DOVT™ HOLD IT TOYOUR ERR,
YoU (AN PROBABLY HEAR THE OCEAN.
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Slumpvariabler
En slumpvariabel beskriver utfallet av ett slumpmassigt forsok med
ett numeriskt varde

Slumpvariabel

En stokastisk variabel (slumpvariabel) X &r en funktion som tar
element fran  som argument och som returnerar ett reellt tal.

Vi betecknar ofta slumpvariabler med stora bokstiver, X, Y och Z.
Utfall betecknas ofta med respektive smé bokstaver, z, y och z.

Diskreta slumpvariabler

En diskret slumpvariabel kan endast anta ett andligt eller
upprakneligt antal varden, i allménhet ndgon delmangd av heltalen.

Slumpvariabler David Bolin



CHALMERS
Sannolikhetsfunktionen

Sannolikhetsfunktion

Till en diskret stokastisk variabel X definierar vi
sannolikhetsfunktionen p(k) genom p(k) = P(X = k).

Eftersom p(k) beskriver sannolikheter méste vi ha att
e p(k) >0 for alla k.

o Y2 p(k)y=1.

Dessa tva villkor ar bade nodvandiga och tillrackliga for att en
funktion p(k) ska vara en sannolikhetsfunktion.

Vi kan ocks3 visa att

om m och n ar heltal.

Slumpvariabler David Bolin
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Kontinuerliga fordelningar

| praktiken stdter vi ofta p& situationer d& de mdjliga vardena ar
alla varden i ett intervall, tex [0, 1], eller &r alla positiva reella tal.

Kontinuerlig slumpvariabel

En kontinuerlig slumpvariabel kan anta alla varden i ndgot (eller
ndgra) intervall av reella tal och sannolikheten fér att den antar
varje specifikt varde ar noll.

Kontinuerliga slumpvariabler kan beskrivas med tathetsfunktionen.

Tathetsfunktion
Lat X vara en kontinuerlig slumpvariabel, en funktion f(x) s3 att

00 b
@) >0, /_ f@)dz =1, Pla<X<b) = / F@)da,

kallas en tathetsfunktion.

Slumpvariabler David Bolin
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Fordelningsfunktionen

Ett annat vanligt satt att beskriva en stokastisk variabel ar att
anvanda den s3 kallade férdelningsfunktionen.

Fordelningsfunktionen

L&t X vara en slumpvariabel. Dess fordelningsfunktion ges d3 av
F(z) =P(X <z). Om X &r en diskret variabel har vi

F(x) =) _p(k),

[5<ap

och om X &r kontinuerlig har vi

Fo) = [ " )

Slumpvariabler — Fdrdelningsfunktionen David Bolin
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Véntevarde
Vantevardet ar "tyngdpunkten” i fordelningen.

Viantevardet for en diskret fordelning definieras som
E(X)= Y kp(k).
k=—00

P& motsvarande satt definieras vantevardet for en kontinuerlig
slumpvariabel som

L3ges och spridningsmatt David Bolin
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Varians och standardavvikelse

Variansen av en stokastisk variabel definieras som
V(X) = E[(X — p)?], dar p &r vantevirdet av X.

Vi ser alltsd att variansen definieras som vantevardet av den
kvadratavvikelsen av X fran dess vantevarde. Vi beraknar variansen
som

V(X) = > ohe ook = p)?px (), om X ar diskret
@ — w2 (x)de, om X ar kontinuerlig.

o0

Ett enklare satt ar ofta att berakna variansen som

Standardavvikelsen av en stokastisk variabel ges av o = /V(X).

Liges och spridningsmatt David Bolin
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Normalférdelningen

Normalférdelningen

En kontinuerlig slumpvariabel X &r normalférdelad, N(u, 0?), med
parametrar i € R och o > 0, om den har tithetsfunktionen

@) = = exp (~5a(e = )

oV 2T

Fordelningsfunktionen ges av
r 1 1
F(x) = ——exp|——=—=@w—-p?)d
(z) /OOU o p( 5,2 Y u))y

Parametrar
Om X ~ N(p,0?) har vi att E(X) = p och V(X) = o2

L3ges och spridningsmatt David Bolin
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Berdkning av sannolikheter

Standardiserad normalférdelning

En slumpvariabel Z sdgs ha en standardiserad normalférdelning om
Z ~ N(0,1). Vi beteckningar fordelningsfunktion och
tathetsfunktion for denna férdelning med () respektive ®(z).

Om X ~ N(p,0?) sa giller att aX + b~ N(au + b, a>0?).

Detta betyder att om X ~ N(u, 0?)
e kan vi skriva X = p+ 07 dar Z ~ N(0,1).
e harviatt Z = (X —u)/o ~ N(0,1).
Vi kan anvanda detta for att berdkna sannolikheter:

P(X<x):P(X_M<x_u):P(Z<x_M):®(x_M).

g o g g

L3ges och spridningsmatt David Bolin
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Centrala gransvardessatsen

En av de viktigaste satserna inom statistikteorin, och en av
anledningarna till varfér normalférdelningen ar s viktig.

L&t X1,..., X, vara oberoende och likaférdelade slumpvariabler
med vintevirde p och varians 02 < co. D3 giller att

P (Z?:1 Xi—np

Saj) — ®(z), d&n— occ.

oy/n

Om n &r stort har vi enligt satsen att

o > | X; & approximativt N(nu, no?)-férdelad.
o X =n"13" X, ar approximativt N(u, o?/n)-férdelad.

Hur stor n maste vara beror pd fordelningen av X;.

L3ges och spridningsmatt David Bolin
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Tvadimensionella férdelningar

Definition

En tvé dimensionell slumpvariabel (X,Y") tillordnar tv&d numeriska
varden till varje utfall i Q.

For diskreta variabler har vi sannolikhetsfunktionen

For en sannolikhetsfunktion har vi att px y(i,5) > 0 och
Z,~7ij,Y(i7j) = 1. For kontinuerliga variabler har vi en
tathetsfunktion fx y (z,y) som ar sadan att

® fxy(z,y) >0,
(2] ffo f_oo fxy(x,y)dzdy = 1, och
®Pa<X<bochc<Y <d)= fffxyxy)dxdy

Flerdimensionella férdelningar David Bolin



Marginalfordelningar

Givet en diskret tvaddimensionell slumpvariabel (X,Y") definieras
marginalfordelningarna for X och Y som

px(i)= Y pxy(i,j), py(§) = > pxy(i,j)

j:—oo 1=—00

| det kontinuerliga fallet har vi p& motsvarande satt

fx(z) = /_00 Ifxy(z,y)dy, fr(y) = /_OO fxy(z,y)dz

Vintevarden av funktioner
Vantevardet av en funktion H(X,Y') definieras som

Dm0 ge—oo H (i, 3)px,v (i, 5), diskret
25 5 H(z,y) fx,y (z,y)dady,  kontinuerlig

Flerdimensionella férdelningar David Bolin

E(H(X,Y)) = {
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Beroende

Oberoende slumpvariabler

Tv& slumpvariabler X och Y sdgs vara oberoende om deras
tathetsfunktion (eller sannolikhetsfunktion) kan skrivas som
produkten av marginalférdelningarna. Det vill sdga, for det diskreta
fallet

px,y(i,5) = px(i)py (j)

och for det kontinuerliga fallet
fxy(z,y) = fx(x)fr(y).

Kovarians

Kovariansen mellan X och Y definieras som
C(X,Y) = E[(X — ux)(Y — iy )] dir px = E(X) och py = E(Y).

Flerdimensionella férdelningar David Bolin
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Kovarians

Kovariansen kan beraknas som

C(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)

Sats

Om X och Y &r oberoende s ar C(X,Y) =0 och
E(XY) = E(X)E(Y).

Korrelation

Den s3 kallade korrelationskoefficienten definieras som
C(X,Y)

PN = AV

Flerdimensionella férdelningar David Bolin
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Korrelation

YOURE NOT... THERE ARE 50

ANCTHER HUGE. STUDY | HUuH?
FOUND No EVDENCE. THAT / UNITED STATES: MANY PROBLEMS WITH THAT:
CELL PHONES CRUSE CANCER. |/ \ufLL, TAKE JUST To BE SAFE, UNTIL
RHAT WA THE WHO. T [ A LOOK. TO Cicer T SE MORE DA T
[ 2w e T / GOING T2 ASSUME CANCER
GOT 1T BACKIWARD. CAUSES CELL PHONES.

o)

Korrelation beskriver linjart beroende mellan tva variabler.
Korrelation siger inget om orsakssamband (kausalitet)!
(men telefoner = cancer kanske ar troligare dn cancer = telefoner)

Vi kan ocksa ha att all samvariation kan forklaras av en tredje icke
uppmatt variabel.

Flerdimensionella férdelningar David Bolin
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Korrelation

T USED T® THINK, THEN I TOOK A | | SOUNDS LIKE THE
CORRELATION IHF‘L.IED STATISTICS CLASS. cm-ss HELPED.
CAUSATION. Now I DON'T, WELL, MHYBE

0% 15979

Flerdimensionella férdelningar David Bolin
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Statistikteori

Punktskattning David Bolin
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Punktskattningar

Ett stickprov av storlek n dr n oberoende observationer av en
slumpvariabel X. Vi kan allts3 skriva stickprovet som observationer

av n slumpvariabler X7, .

.., X, dar alla X; ar oberoende och
likafordelade.

En skattning av en parameter # ar en funktion é(Xl, oo, Xp) av
observationerna.

Tv& egenskaper vi vill att var skattare ska ha ar att

~

betyder att vi vill att E(6(X7,...,X,)) = 0.

e Den ska ha I&g varians om n &r stort, helst vill vi att

V(O(Xi,...,Xpn)) > 0ddn— oo.

e Den ska vara vantevardesriktig (unbiased p3 engelska), vilket

Punktskattning David Bolin
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Skattning av vantevarde och varians

L&t x1,...,x, vara observationer av oberoende och likaférdelade
s.v. X1,...,X, med vintevirde 1 och standardavvikelse o.
Vintevirdesriktiga skattningar av u och o2 ar da

+ (07 =5 = B = T T (X - XD

n—1 n—1
Om X; € N(u, 0?) sa har vi u* ~ N(p, %2) och % €x?(n—1)
Lat z1,...,xin, vara ober. obs. frdn N(u;,0) ddi=1,...,k. D3

ar en poolad variansskattning
2% _ ¢2 _ Q _ (m—1)S{++(nk—1) S}
e () =5, = N TS e e Y

Eftersom X;; ~ N(u;,0?) s& har vi % ~ x2(f)

Punktskattning David Bolin
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Maximum likelihood-metoden

Tanken bakom maximum likelihood metoden &r att vi vill hitta det
parameterviarde som mest troligast producerade det stickprov vi har.
Metoden &r baserad pa den s& kallade likelihood-funktionen, som
for ett stickprov x1 ..., x, ar

n

L) = [ [ f(xs)
i=1
dar f(x) ar tathetsfunktionen fér fordelningen och 6 ar
parametrarna vi vill skatta. | det diskreta fallet byter vi
tathetsfunktionen mot sannolikhetsfunktionen.

Maximum likelihood-skattaren av en parameter 6 ges av

Orr1 = arg max L(0)
0

Punktskattning David Bolin
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Konfidensintervall

Konfidensintervall

L&t X1,..., X, vara slumpvariabler med en férdelning som har 6
som en parameter med 6 som sant okant varde. Ett 100(1 — a)%
konfidensintervall for 6 med konfidensgraden 1 — « &r ett intervall
[a(X1,...,X,),b(X1,...,X,)] s&dant att

P(agéogb):l—a.

e (a,b) ar ett slumpmissigt intervall, eftersom a och b ar
slumpvariabler som beror av X1,..., X,,.

e Konfidensintervallet ska allts& tolkas som att om vi gor
upprepade matningar av X1, ..., X, och bildar
konfidensintervallet for alla dessa matningar s& kommer
100(1 — )% av dessa intervall ticka det sanna vardet 6.

Konfidensintervall David Bolin
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Konfidensintervall

Om 6*(Xy,...,X,) € N(6,V(6%)) sa har vi
o Ip= (0"t Ayj2- v/ V(0¥)) om V(0*) &r kand
o Ip= (0" £ty/2(f) s-c)om V(9*) =c?.o% dir 0? = V(X;),
c ir en konstant och (02)* = 82 = & med 5 ~X2(f)

Om 0*(Xy,...,Xn) = N(0,V(0*)) enligt CGS (el. dyl.) s& kan vi
anvanda normalbaserade konfidensintervall approximativt.

Om Xi,..., X, ~ N(,0?) med (0?)* = 5% = G och & € x*(f)

sd
(e s
7 Xi/g(f)’ X%_a/g(f)

Konfidensintervall David Bolin
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Hypotesprévning

IM NOTYOUR BUT YOU SPEND TWIE A6 MucH | YOUR MATH 1S
BOYFRIEND! TIME WITH ME AS WITH ANYONE. | IRREFUTABLE.
E&VEM; L%o;gﬂmo | oo oMLY ARE. ELSE. IM ACLEAR OUTUER. —
' T CAsvRLLY YouR STATISTICALLY
\ DATING A NUMBER SIGNIFICANT OTHER.
OF PEOPLE. )

Vi har ett stickprov med n&gon fordelning med okdnd parameter 6.
Vi vill testa nollhypotesen

HO 10 = 90
mot mothypotesen
Hy:0+#06,.

Om testet bekraftar att 6 # 0y sdger vi att Hy forkastas till formén
for Hi. Man brukar d3 ocks3 siga att 0 ar signifikant skild fr&n 6.

Hypotesprévning David Bolin



CHALMERS

Hypotesprévning

T CAN'T BEUEVE SCHOOLS
ARE STiLL TEACHING KIDS
ABOUT THE ::\IULL HYPOTHESIS.
T REMEMBER READING A BIG
STUDY THAT CONCLUSIVELY
DISPROVED IT JEARS AGO.

27

David Bolin



CHALMERS
Konfidensintervallmetoden

Om vi bildar ett 95% konfidensintervall Iy for 6 kan vi direkt
anvinda detta for att géra hypotestestet.

e Vi forkastar Hy om intervallet inte innehéller 8.
e Om intervallet ddremot innehaller 8y kan vi inte forkasta Hy.

Konfidensgraden vi anvander nér vi berdknar konfidensintervallet &r
ocksa konfidensgraden for hypotestestet vi gor.

Definition

Felrisken eller signifikansnivén definieras som

a = P(Hy forkastas |Hy sann).

Oversatt till konfidensintervall r signifikansnivan

o = P(9¢]g om (9:90) = P(90 ¢I@).

Hypotesprévning David Bolin
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Typ 2 fel
Felet vi gor om vi forkastar Hy trots att den &r sann brukar kallas
for ett "Typ 1 fel”.

Den andra sortens fel vi kan gora ar "Typ 2 fel™

Definition

Under hypotesprovning sager vi att vi gor ett typ 2 fel om vi inte
forkastar Hy trots att Hy ar sann. Sannolikheten for att gora ett
typ 2 fel brukar betecknas med f3:

B = P(H, forkastas inte |H; sann).

Sannolikheten for att goéra ett sddant fel betecknas med /3.
Sannolikheten att inte gora ett typ 2 fel kallas for testets styrka,
och ges allts&d av 1 — 3.

Hypotesprévning David Bolin
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Teststorheter

Definition
En teststorhet T'= T'(X1, ..., X,,) ar en funktion av
observationerna, och alltsd en slumpvariabel. Typs = T'(x1,...,2,)

ar ett observerat virde av teststorheten for givna observationer.

| allmanhet innehller teststorheten en skattning 6* av parametern.

Givet att vi har formulerat var teststorhet gor vi testet genom att
berdkna ett p-virde.

Definition

p-vardet eller signifikanssannolikheten definieras som sannolikheten
under nollhypotesen att vi f&r ett varde |T'| som &r lika stort eller
storre an det observerade vardet |Typs].

Hypotesprévning David Bolin
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PAAWE  INTERPRETATION

=
————

0.001

0.0l
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0.03
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0049 I e REDD
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0.051 | PN THE EDGE

006 | OF SIGNIFICANCE.
007 | LiGHLY SUGGESTIVE,

0.08 SIGNIFICANT AT THE.
0.0% P<0.10 LEVEL

0.0 HEY, LOOK, AT
=0.1 _}—THIS INTERESTING
SUBGROUP ANALYSIS

Hypotesprévning David Bolin
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Multipla test och "signifikansfiske”

L

JELLY BEANS WE. FOUND NO THAT SETILES THAT.
CAUSE ACNE! LINK BETWEEN :
T HEAR ITS OND
SCIENTISTS! JELLY BEANS AND A CERTAN cgmg
INVESTIGATE! AQE (P > 0.05), THAT CAUSES IT.
B
e CrArT!

SCIENT'STS‘
Hrln»:crm'

@k

Hypotesprévning

David Bolin
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#

7

WE FOUND MO WE FOUND NO WE FOUND NO WE FOUND NO WE FOUND NO
LINK, GETWEEN LINK, GETWEEN LINK, GETWEEN LMK, GETWEEN LINK, GETWEEN
PURPLE TeLLY BROWN JELLY P JELLY BLE JELy TEAL JELLY
BEANS AND ACNE BEANS ANDANE | | BEANS AND ANE BEANS AND ACNE BEANS AD ACNE
(p>005) (p>0.05) (p>0.05) (p>0.05), (p>005)
Te | o8 | Oe | @8 | @
WE FOUND NG WE FOUND NG WE FoUND NO WE FOUNDNO WE FOUNDNO
LINK, BETWEEN LINK, BETWEEN LINK. BETWEEN LINK BETWEEN LINK, BETWEEN
SALMON TELLY RED Jew TURGUOISE JELY | | MAsENTA JELLY YELLOW JELY
BEANS AND ACNE BEANS AND ACNE BEANS AND ACNE. BEANS AND ACNE BEANS PND AONE
(p>0.05) (p>0.05). (p>0.05) (P>0.08) (p>0.05)
/ /

Hypotesprévning

David Bolin
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/

7

WE. FOUND NO WE FOUND NO WE FOUND NO WE FOUND A WE. FOUND NO
LINK BETWEEN LINK BETWEEN LINK GETWEEN LINK BETWEEN LINK BETWEEN
GREY JELY TAN JEWY CfAN JELY GREEN JELY MAUVE JELY
BEANS AHDAKNE | | BEANSANDACNE | | BEANS ANDANNE | | BEANS ANDACNE | | BERNS AND ACNE
(p>005) (p>0.05) (p>0.05), (p<o0o0s5). (p>0.05)
/ / / . /
WE. FOUNDG NO WE FOUND N WE FOUND NO WE FOUNDNO WE. FOUNDNO
LINK BETWEEN LINK BETWEEN LINK BETWEEN LINK BEWEEN LINK BETWEEN
BeIGE JELLY LILAC JELLY BLACK, JeELy PEACH JELY ORANGE JELLY
Bm:smnmus BEANS MIDACNE | | BEANSANDACNE | | BEANS ANDACNE | | BEANS AND ACNE
p)oos) (P>0.05) (p>005), (p>0.05). (p>0.05)
/ /

Hypotesprévning

David Bolin
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== News ==

GREEN JELLY
REANS LINKED
T ACNE![ @
el @

T . el
L -— —..""“"'"',_w\'w
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Oberoende stickprov

Vi antar att vi har tvé oberoende stickprov
e ny observationer X11, X19, ..., X1p, fran N(u1,0%).
e ny observationer Xo1, Xo9, ..., Xon, fran N(ug,03).
Den intressanta parametern ar nu @ = p1 — o som vi skattar med
0* = X1 — X5 och vi vill nu bilda ett konfidensintervall for 8 samt
testa hypotesen
Hy:0=0,
vilket & samma sak som att testa p; = po, mot
H1 10 75 0

eller ndgon ensidig hypotes, § > 0 (som motsvarar p1 > p2) eller
6 < 0 (som motsvarar p1 < pg). Vi skiljer pa tre fall:

@ o1 och oy ar kinda.

® o1 = 09 = o dar o dr okand.

® 02 och o9 dr okdnda och ej sdkert lika.

Hypotesprévning David Bolin
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Testet i de olika fallen

Vi bildar teststorheten

e Om o7 och o9 ar kinda giller att V(6*) = Z—? + Z—i och T &r
N(0, 1)-fordelad.

e Om o1 = 09 = o dar o ar okdnd anvander vi en poolad
variansskattning och skattar V(6*) med sz(l/nl +1/ng). T ar
da t(ny + ng — 2)-fordelad.

e Om o7 och o9 dr okdnda och oy # oy skattar vi V(6*) med
s2/ny + s3/ny. T ir da approximativt t(f)-férdelad med

Fo (52 /n1 + s3/n2)?
(s3/m1)? | (s3/m2)?

ni—1 no—1
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Jamforelse av variansen for oberoende stickprov

For att jamfora de tvd varianserna infor vi teststorheten

si/of

s3/03

T &r F(n1 — 1,ny — 1)-fordelad. Vi later F,,(f1, f2) beteckna
a-kvantilen i F-férdelningen och far att ett konfidensintervall for
0? /a3 ges av

51/53 51/53

Fojo(n1 —1,n2 = 1)7 Fi_q9(n1 — 1,ng — 1)

I52/03 =

For hypotestest av 07 /o3 = 1 bildar vi teststorheten
2.2
T - 81/32

som under Hy ar F'(n; — 1,ny — 1)-fordelad.
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Stickprov i par

En annan vanlig situation ar att m3tningarna uppkommer i par, till
exempel om
e Man vill studera hur mycket rokare gér upp i vikt nar de slutar
roka. Man mater d& vikten fore och efter for varje person fore
och efter den slutar réka och jamférelsen sker for varje person.
e Man vill studera systematiska skillnader mellan tva
matmetoder och anvinder varje metod p3 var och ett av ett
antal prover och jamfér de tvd metoderna for varje prov.
Modellen vi nu ansatter ar att vi har n observationer i tva stickprov

X17X27"'7Xn YlaY'QM"?Yn

Foér varje matning bildar vi differensen som antas vara
normalfdrdelad:

D; = X; —Y; ~N(A,0?)
Vi vill nu testa om A = 0, vilket gors som vanligt for
normalférdelade matningar.
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Binomialfordelningen

Lat X ~ Bin(n,p). p* = x/n ar en vintevardesriktig skattning av
p med varians V(p*) = p(1 — p)/n.

Enligt CGS &r X approximativt N(np, np(1 — p))-fordelad om n ar
stor (np(1 — p) > 10). Vi har d& att

P —p
p*(1—p*)/n
ar approximativt N(0, 1)-fordelad.

Om vi vill testa

Ho : p = po

Hy:p# po
eller en ensidig hypotes Hy : p > pg eller Hy : p < pg s8 ar X ~
Bin(n, po) under Hy, och vi kan direkt berdkna p-virdet
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Jamforelser i binomialférdelningen

Antag att X7 ~ Bin(ni,p1) och X5 ~ Bin(ng, p2) och vi vill testa
om det ar rimligt att anta att p; = po.

pi — p5 ar en vantevardesriktig skattning av p; — pa.
Om n1p1(1 —p1) och napa(1 — p2) bada &r stora (sdg storre dn 10)

s ar p; — p5 approximativt normalfordelad. Vi har

(1—p1) n p2(1 —p2)
ni no

* * P1
V(py —p3) =

ett konfidensintervall for p; — po f&s som

p1( P1)+p2( pz)

I, p,= |0 —p5tz
P1—p2 P1 — P2 a/2\/ " 9
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Hypotestest

Om vi vill testa Hy : py = p2 kan vi anvdnda en poolad
variansskattning eftersom vi har att under Hy s& galler

Vi, (pi —p3) =p(1 —=p)(— — —)

Har &r p det gemensamma virdet under Hy, vilket skattas som

« _ T1+ X2
ny + ng

Vi bilar d& teststorheten
pI —P5
* * 1
VP =) + %)

som under Hy ar approximativt N(0, 1) fordelad.

T —
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|cke-parametriska metoder

Om vi inte hittar ndgon fordelning som passar nar vi vill gora ett
test kan vi anvinda n3gon icke-parametrisk metod.
Givet ett stickprov av storlek n vill vi testa Hy : M = My mot en
ensidig eller tvasidig mothypotes. Vi kan d& anvénda ett
o Teckentest eller Wilcoxons ranktest.
Givet tvd oberoende stickprov X1, ..., X,, och Y7,...,Y,, frén
nagra fordelningar X respektive Y vill vi testa Hy : Mx = My.
e Vi kan d3 anvdanda Wilcoxons ranksummetest.
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Linjar regression

Vi har talpar (x;,Y;) dar x; ar ett fixt varde och Y; &r en
slumpvariabel. Modellen vi ansatter for Y; ar

Y= Bo+ brxi + &

dar &; ir oberoende N(0, 02) slumpvariabeler som beskriver
matfelet och By och 1 3r okdnda parametrar som beskriver det
linjara sambandet.
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MK-skattningar av 3y och [3;

Infor

n n

Sex = Z:(a:Z —z)? = Zw? — nz?
i=1 i=1
n n

Syy = Z(yz -9’ = Zy? —ny’
i=1 i
n

Swy:z(x - ) szyz—
i=1

Vi kan nu skriva upp MK skattningen av parametrarna som

By =19- Bz
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MK-skattning av o2

Variansparametern o2 beskriver spridningen kring linjen och skattas

som

n 2
2_ Qo _ 1 S S S (R
s _n—2_n—2;(yl By — Bizi) —n_2<yy Soe |
Vi har att

2
B ~N (61,§m)

-
g (o L+ 5]
a2
py (o) = By + Bizo ~ N <50+ﬁ1x0,02 E + M])
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Prediktionsintervall

Om man ar intresserad av var en framtida observation Y kommer
ligga for ett visst 29, och man anvinder d& ett prediktionsintervall.
Skillnaden mellan ett konfidensintervall for uy och ett
prediktionsintervall for Y ar att konfidensintervallet talar om var
vantevardet troligen ligger, medan prediktionsintervallet talar om
var en framtida observation troligen ligger.

Eftersom vi har en viss spriding kring linjen for de faktiska
observationerna s& maste prediktionsintervallet vara bredare an
konfidensintervallet, och man kan visa att

_ =)2
Y*(xg) ~ N <5{) +51x0702(1 + % 4 (xosft))) '

Ett prediktionsintervall bildas nu som

(zo — T)?

* * 1
Iy @) = | Bo +61$0:|:tp/2(n—2)3\/1—|—n+ T
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Extrapolering

My HOBBY: EXTRAFOLATING

AS YOU CAN SEE, BY LATE
NEXT MONTH  YOU'LL HAWVE
OVER FOUR DOZEN HUSBANDS,
BETTERGET A
BULK RATE ON
WEDDING CAKE.

Som vi tidigare ndmnt &r det viktigt att validera att
modellantagandena ar uppfyllda, genom att studera residualerna

€; Iyi—ﬁf)k _5Txi

Det dr ocksa viktigt att inse att vi inte kan vara sdkra p& att den
linjara modellen stammer for 2 utanfér matomradet.
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Regression
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