Forelasning 4: Kontinuerliga fordelningar

Matematisk statistik

David Bolin
Chalmers University of Technology
April 2, 2015




CHALMERS
Slumpvariabler
Ofta vill vi beskriva utfallet av ett slumpmassigt férsok som ett

numeriskt varde och man kan d3 beskriva forsoket med en
slumpvariabel

Slumpvariabel

En stokastisk variabel (slumpvariabel) X &r en funktion som tar
element fran £ som argument och som returnerar ett reellt tal.

Vi kommer beteckna slumpvariabler med stora bokstaver, ofta X,
Y och Z.

Diskreta slumpvariabler

En diskret slumpvariabel kan endast anta ett andligt eller
upprakneligt antal varden, i allmanhet ndgon delmangd av heltalen.
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CHALMERS
Sannolikhetsfunktionen

Sannolikhetsfunktion

Till en diskret stokastisk variabel X definierar vi
sannolikhetsfunktionen p(k) genom p(k) = P(X = k).

Alla funktioner ar inte sannolikhetsfunktioner. Eftersom de
beskriver sannolikheter m3ste vi ha

e p(k) >0 for alla k.

¢ 2iz—oop(k) = 1.
Dessa tva villkor dr b&dde nédvandiga och tillrackliga for att p(k)
ska vara en sannolikhetsfunktion. Vi har ocks§ att

om m och n &r heltal.
Notera att sannolikhetsfunktionen betecknas med f(s) i boken.
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CHALMERS
Fordelningsfunktionen

Fordelningsfunktionen

L&t X vara en diskret slumpvariabel. Dess fordelningsfunktion ges
da av
F(z)=P(X <x) pr
k<z

For F(x) giller att
e F(x) ar vaxande.
e F(z) > 1d& z — oo.
e F(z) > 0d& z — —ooc.
Vi har ocks§ att:
e Pla< X <b)=F(b) - F(a).
* P(X >a)=1-F(a).
o For diskreta slumpvariabler géller p(m) = F(m) — F(m — 1),
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CHALMERS
Bernoulliférdelningen

Antag att vi gor ett forsok som har sannolikhet p att lyckas och

satter
om férsoket lyckas

X =
{0, om forsoket misslyckas.
Vi har d& p(1) = p och p(0) =1 — p.

Lite mer kompakt kan vi skriva férdelningen som
p(k) = p*(1 —p)'=*.

Bernoulliférdelningen

En stokastisk variabel X sidgs vara Bernoulliférdelad om den har
sannolikhetsfunktion p(k) = p*(1 — p)!=*, k=0,1. Vi beteckar den
som Be(p).
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CHALMERS
Binomialfordelningen

Binomialfordelningen, forkortad Bin(n, p), ar en fordelning som
beskriver antalet lyckade forsdk av totalt n stycken Bernoulli-forsok.

Binomialfordelningen

En stokastisk variabel X s&dgs vara binomialférdelad, Bin(n, p), om
den har sannolikhetsfunktion

p(k) = (Z)pk(l—p)"_k, k=0,1,...,n. (1)

n n!
(k;) " kl(n—k)! (2)
ochkl=Fk-(k—1)---2-1.
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CHALMERS
Binomialfordelningen

Bin(n, p)-fordelningen kan ses som summan av n Be(p) variabler.

Darfor ar Bin(1, p)-fordelningen dr den samma som
Be(p)-fordelningen

Lite mer generellt kan vi skriva upp féljande sats:

Om X, ar Bin(ni,p) och X5 ar Bin(ng,p) samt att X; och Xy ar
oberoende géller att X; + X5 ar Bin(ny + ng, p)-fordelad.
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Den geometriska férdelningen

Den geometriska fordelningen beskriver antalet forsok fram till det
forsta lyckade i en serie av Bernoulli-forsok.

Geometriska fordelningen

Slumpvariabeln X &r geometriskt férdelad med parameter p om den
har sannolikhetsfunktion

px (k) = (1-p)*'p.

Att fordelningen ser ut som den gor inses enkelt eftersom vi for att
fa X = k forst maste f3 & — 1 misslyckade forsok, som har
sannolikhet 1 — p, och sedan ett lyckat forsok.
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CHALMERS

Poissonfordelningen

Poissonfordelningen ar dopt efter Simeon Denis Poisson
(1781-1840). Den anvinds ofta for att beskriva fordelningen av
antalet handelser av ndgot slag som intraffar under ett tidsintervall,
pé en yta, eller i en volym.

Nagra exempel dar denna fordelning passar bra ar

e Rikna antalet radioaktiva partiklar som emitteras under en
minut fran ett radioaktivt material.

e Registrera antalet inkommande telefonsamtal till en
telefonvaxel under en timme.
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CHALMERS

Poissonfordelningen

Poissonférdelningen

En slumpvariabel X siags vara Poissonférdelad med parameter p1 om
den har sannolikhetsfunktion

ko—p
_ e
pk) =

Vi anvander ofta betekningen Po(u) for denna fordelning.

Summering av Poissonvariabler

Vi har vi att om X7 ar Po(u1) och Xo dr Po(uz) sé& giller att
X1+ Xy ar PO(/Ll aF ,LLQ).
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Poissonfordelningen som gransférdelning

Konceptuellt kan foérdelningen ses som en gransfordelning till
binomialfordelningen om vi l8ter n g8 mot oandligheten och p ga
mot noll. Mer specifikt har vi

D& n — 0o, p — 0, och np — u sd giller for ett fixt heltal £ > 0

att

(1) —prt 2 )

| exemplen ovan kan vi tolka den har satsen som
e Det finns ett stort antal atomer (n) i materialet och
sannolikheten (p) att en specifik atom ska emittera en partikel
under just den tidsperioden ar mycket liten.
e Ett stort antal personer kan, oberoende av varandra, ringa
vaxeln, men for en specifik person ar sannolikheten att denne
ska ringa vaxeln mycket liten.
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