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CHALMERS
Normalférdelningen

Normalférdelningen

En kontinuerlig slumpvariabel X &r normalférdelad, N(u, 0?), med
parametrar i € R och o > 0, om den har tithetsfunktionen

@) = = exp (~5a(e = )

oV 2T

Fordelningsfunktionen ges av
r 1 1
F(x) = ——exp|——=—=@w—-p?)d
(z) /OOU o p( 5,2 Y u))y

Parametrar
Om X ~ N(p,0?) har vi att E(X) = p och V(X) = o2
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CHALMERS
Normalférdelningen

Ett viktigt specialfall 4r den standardiserade normalférdelningen.

Standardiserad normalférdelning

En slumpvariabel Z sdgs ha en standardiserad normalférdelning om
Z ~ N(0,1). Denna férdelning har tathetsfunktion

o) = ——ex (—‘”“2)
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Berdkning av sannolikheter

Om X ~ N(p,0?) sa giller att aX +b ~ N(au + b, a%0?).

Detta betyder att om X ~ N(u, 0?)
e kan vi skriva X = p+ 07 dar Z ~ N(0,1).
e harviatt Z = (X —u)/o ~ N(0,1).

Vi kan anvanda detta for att berakna sannolikheter:

PX <a) =P(X M Tl _pz < T (T

g o g g
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Centrala gransvardessatsen

L&t X1,..., X, vara oberoende och likaférdelade slumpvariabler
med vintevirde i och varians 02 < oo.

P& grund av egenskaperna hos vintevirde och varians har vi d&

E (Z XZ»> => E(X;) =np

i=1

V <Zn: Xz) = Zn:V(XZ) = n02
=1 i=1

Centrala gransvardessatsen sager dessutom att fordelningen for
summan kommer vara approximativt normalférdelad om n ar stor!
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CHALMERS

Centrala gransvardessatsen

L&t X1,..., X, vara oberoende och likaférdelade slumpvariabler
med vintevirde u och varians 02 < co. D& giller att

ooy
P(ng)%q)(x), dé n — oc.

ay/n

Om n 3r stor har vi enligt satsen att
o > | X, dr approximativt N(nu, no?)-fordelad.
o X =n"13"" X, arapproximativt N(u, o?/n)-férdelad.

Hur stor n maste vara beror pa férdelningen av X;.
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CGS: Foérdelningen for medelvardet av n tarningskast
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CGS: Fordelningen for medelvardet av n exp(1)-variabler
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CGS: Exempel

Kom ihag att en binomialférdelad slumpvariabel X ~ Bin(n,p) kan
ses som en summa av n Bernoulliférdelade slumpvariabler:
X =31, X;dir X; ~ Be(p).

Enligt CGS far vi darfor att X for stora n dr approximativt
normalfdrdelad med vantevarde np och varians np(1 — p).

Man brukar sdga att normalapproximation dr lamplig om
e p <0.50chnp>5eller
e p>0.50chn(l—p)>5.
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Normalfordelningsdiagram
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Som bekant kan fordelningsfunktionen for en normalférdelning
skrivas som

F(z) = )?/20° dy

ov2m
Om vi plottar F(z) ar det mOJ|Igt att transformera skalan p&
y-axeln s3 funktionen blir en rat linje. Detta illustras i Figuren ovan.
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Normalfordelningsdiagram

Antag att vi har data z1,...,x, och vill veta om en
normalférdelning dr en rimlig modell for datan. Vi kan anvinda
normalférdelningsdiagrammet for detta.

Vi borjar med att berdkna den empiriska fordelningsfunktionen

. antal virden < z =
F*(x) = - — = Z]I(x@ < x)
i=1

Vi plottar sedan punkterna F*(x;) i ett normalférdelningsdiagram,
och om datan dr normalférdelad ska dessa punkter ligga langs en
rat linje.
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Normalfordelningsdiagram
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Tvé exempel dar vi plottar normalférdelad och exponentialférdelad
data i normalférdelningsdiagram. Detta gors enkelt i Matlab med
kommandot normplot.
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Sannolikhetsteori for flera variabler

Ibland vill man studera tva slumpvariabler X och Y samtidigt. Ett
exempel pd tvé situationer av detta slag kan vara att vi

@ Mater funktionsavvikelse X p& n enheter och fargavvikelse Y
pd n andra enheter.

® Maiter funktionsavvikelse X och fiargavvikelse Y simultant p3
n enheter.

| det forsta fallet far vi information om de tvd slumpvariablerna
separat

| det andra fallet f&r man ocksd kunskap om samvariationen mellan
de tva variablerna eftersom vi kan underséka om avvikelserna
tenderar att uppkomma samtidigt.

| bada fallen kan vi skriva upp den tvddimensionella slumpvariabeln
(X,Y).
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Beskrivning av tvddimensionell data

a b
15 (a) 2 ]
. B
10 o 20
* « - +
. ., 151 e
= 5 ., = .
.
. * * 1 +* -
o * -
E ’
. .
5 o '- 0.
] 5 10 0 5 10
B X
<) ()
10 3
B
sl %, 2|t
.. .
6 “ 1 *
=, .. =k K RO
. . B .
2 . 1 . . .
0 -2
[ 3 10 0 3 10
® X

Antag att vi har matningar (x;,y;). Ett spridningsdiagram ar ett
tvddimensionellt punktdiagram dar varje matning (z;,y;) ritas ut
som en punkt i zy-planet.
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Numerisk beskrivning av tvddimensionell data

For att ge numeriska matt p& samvariation kan vi berdkna
stickprovskovariansen, som definieras som

n

S (@i - 2)(y: - )

=1

1

Coy = ——
Won—1

eller stickprovskorrelationen som definieras som

_ > i1 (i —2)(yi — 9)
Vi (@i = 2)2\/ 20 (v — 1)?

Txy

Stickprovskorrelationen ett matt pa linjart beroende.

| bilden ovan har vi r;, = 0.8067 i (a), ryy = 0.2912 i (b),
ray = —0.9884 i (), och 74y = 0.3640 i (d).
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Den tvédimensionella normalférdelningen

En vanlig modell for en kontinuerlig tvddimensionell slumpvariabel
ar den tvadimensionella normalférdelningen.

(X,Y) sdgs ha en tvaddimensionell normalférdelning om den
simultana tathetsfunktionen ar

1

2mog0y\/1 — p?
2 2
exp [ - 1 T e\ (YT ) g, (T M) (Y
2(1 - p?) Oy oy O oy

har &r (s, py) och (o4, 0y) vantevardena och standardavvikelserna
for X och Y, och p ar korrelationskoefficienten.

fX,Y(x’iU) =
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Y -4 4 -2

Ett exempel av fordelningen med p = 0.5.
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p=70
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p=—0.5
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p=20.9
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Egenskaper

Vi har allts3 att om (X,Y") har en tvddimensionell normalférdelning
sa ar

o X ~ N(pz, 03)
° Y ~ N(Mwag)-

Vidare kan den tvddimensionella normalférdelningen endast beskriva
linjar samvariation, s& om p = 0 s§ & X och Y oberoende.
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En alternativ formulering

Ett alternativt satt att skriva tathetsfunktionen ar att inféra en
vantevardesvektor p en kovariansmatris ¥ och en vektor som
innehaller z och y som

w=() == (s ) == (0):
oy ’ OgOyp Oy ’ Yy

Vi kan d& skriva tathetsfunktionen som

L - )T u>) ,

1
fX,Y(xvy) = Wexp (‘2

dar d = 2 och |X| &r determinanten av X. Om vi har d variabler
kan vi anvanda denna formulering fér att beskriva en d-dimensionell
normalfdrdelning.
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