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CHALMERS

Tvadimensionella férdelningar

Definition

En tvé dimensionell slumpvariabel (X,Y") tillordnar tv& numeriska
varden till varje utfall i Q.

For diskreta variabler har vi sannolikhetsfunktionen

Dar pxy (i,4) > 0 och ZL]-pX’y(i,j) = 1. For kontinuerliga
variabler har vi en tathetsfunktion fx y(z,y) som &ar sddan att

® fxy(z,y) >0,
2] ffooo ffooo fxy(z,y)dzdy =1, och
© Pla< X <bochc<Y <d)=["[?fxy(z,y)dedy.
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Marginalfordelningar

Givet en diskret tvaddimensionell slumpvariabel (X,Y") definieras
marginalférdelningarna fér X och Y som

px()) = > pxy(i,j)

j=—00
(o.0]
py(j) = Z px,y (i, j)
1=—00

| det kontinuerliga fallet definieras marginalfordelningarna for X
och Y p& motsvarande sitt som

el = /_ R
fy(y) = /_OO Ixy(z,y)dx
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CHALMERS
Vantevarden

Givet en tvadimensionell slumpvariabel (X,Y") definieras
vintevardena fér X och Y som

E(X) = D e o dje oo P, (i, 7), i det diskreta fallet
I [2 afxy(z,y)dady, i det kontinuerliga fallet

och

E(Y) = P A E]__Oo Jpx.y(i,7), idet diskreta fallet
f f yfxy(xz,y)drdy, idet kontinuerliga fallet

>
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CHALMERS
Vantevarden

Notera att vi ocks& kan formulera vantevardena med
marginalférdelningarna for X och Y om vi har beraknat dem forst.
Till exempel for det diskreta fallet har vi

EX)= > > ipxy(ig)= > i Y pxy(ij)

1=—00 J=—00 1=—00 Jj=—00
00

= > ipx(i)
1=—00

Vintevarden av funktioner
Vantevardet av en funktion H(X,Y') definieras som

Zz?i—oo Z]oi—oo H(la j)pX,Y (i7 j)’ diskret

E(H(X,Y)) = {ffooo [ H(z,y)fxy(z,y)dzdy, kontinuerlig
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CHALMERS
Beroende

Oberoende slumpvariabler

Tva slumpvariabler X och Y sdgs vara oberoende om deras
tathetsfunktion (eller sannolikhetsfunktion) kan skrivas som
produkten av marginalférdelningarna. Det vill siga, for det diskreta
fallet

px,y (1, 7) = px(0)py (j)

och fér det kontinuerliga fallet

fxy(z,y) = fx(x)fr(y).

Kovariansen mellan X och Y definieras som
C(X,Y) = E[(X — ux)(Y — iy )] dir px = E(X) och py = E(Y).

Repetition David Bolin



CHALMERS
Kovarians
Enligt definitionen kan vi skriva kovariansen som

Do Z;Xifoo(‘ nx)(j — py)pxy(i,i), diskret,
2[5 (= px) (v — py) fxy (2, ), kontinuerlig,

C(X,Y) = {

Notera att vi har att C(X, X) = V(X).

Kovariansen kan beraknas som

C(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)

Om X och Y &r oberoende s& ar C(X,Y) =0 och
E(XY) = E(X)E(Y).
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CHALMERS
Korrelation och oberoende

Korrelation

Den s3 kallade korrelationskoefficienten definieras som

. xY)
VXOV(Y)

e Detta matt beskriver linjar samvariation mellan X och Y.

e Viharatt -1 <p<1.

e Visdger att X och Y &r okorrelerade om p(X,Y) = 0.
Vi har féljande samband mellan beroende och korrelation:

e Om X och Y &r oberoende s3 dr de okorrelerade.

e Om X och Y &r okorrelerade s& behdver de inte vara

oberoende.

Dessa samband &r naturliga eftersom tva slumpvariabler ar
oberoende om det inte finns ndgon samvariation alls mellan dem,
medan de ar okorrelerade om det saknas /injdr samvariation.
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CHALMERS

Korrelation och kausatilitet (I)

YOURE NOT.. THERE ARE S0

ANOHER HUGE STUDY | HuH?
FOUND No EVIDENCE. THAT / UNITED STATES: MANY PROBLEMS WITH THAT,
CELL PHONES CAUSE. CRNCER. WELL, TAKE JUST To BE SAFE, UNTIL
RHAT WA THE WHO Tk [ A LOOK. TOTRL OWCER T SEE MORE DA T
GOING To ASSUME CANCER
T THINK THEY JUsT
[ GOT 1T BACKIWARD. z CAUSES CELL PHONES.

oy

Korrelation beskriver linjirt beroende mellan tva variabler.!
Korrelation siger inget om orsakssamband (kausalitet)!

(men telefoner = cancer kanske ar troligare dn cancer = telefoner)
Vi kan ocks3 ha att all samvariation kan forklaras av en tredje icke

uppmatt variabel.

1Serier fran xked. com

Repetition David Bolin


xkcd.com

CHALMERS

Korrelation och kausatilitet (Il)

2000 2 2002 2003 2004 2005 2006

US spending on science, space, and technology
correlates with
Suicides by hanging, strangulation and suffocation?

Correlation: 0.992082

2Kalla: http://www.tylervigen.com/view_correlation?id=1597
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CHALMERS

Korrelation och kausatilitet (llI)

T USED T THINK,
CORRELATION mPUED
CAUSATION.

7§

THEN I TOOK A

STATISTICS CLASS.

Now I DON'T

f

SOUNDS LIKE THE
CLF\‘SS HELPED.

WELL, MHYBE

§i

Repetition

David Bolin



CHALMERS

Den tvédimensionella normalférdelningen

En vanlig modell for en kontinuerlig tvddimensionell slumpvariabel
ar den tvadimensionella normalférdelningen.

(X,Y) sdgs ha en tvaddimensionell normalférdelning om den
simultana tathetsfunktionen ar

1

2mog0y\/1 — p?
2 2
exp [ - 1 T e\ (YT ) g, (T M) (Y
2(1 - p?) Oy oy O oy

har &r (s, py) och (o4, 0y) vantevardena och standardavvikelserna
for X och Y, och p ar korrelationskoefficienten.

fX,Y(x’iU) =
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CHALMERS

Y -4 4 -2

Ett exempel av fordelningen med p = 0.5.
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CHALMERS

p=70
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CHALMERS

p=—0.5
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CHALMERS

p=20.9
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CHALMERS
Egenskaper
Om (X,Y) har en tvadimensionell normalférdelning ar
o X~ N(vao—%)

° Y ~ N(Mwag)-

Vidare kan den tvddimensionella normalférdelningen endast beskriva
linjar samvariation: Om p = 0 s3 ar X och Y oberoende.

Ett alternativt satt att skriva tathetsfunktionen ar att inféra en
vantevardesvektor p en kovariansmatris ¥

“:(ux), :< o; axazyp), XZ(JC)_
Hy Og0yp 0y Y

Vi kan d& skriva tathetsfunktionen som

Py (,9) = %1@ exp (—;x TS k- u>) ,
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Statistikteori
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CHALMERS
Statistikteori

An s& linge i kursen har vi utgatt fran att vi har en slumpvariabel
X med en kind fordelning, till exempel att X &r normalférdelad

med véntevirde p och varians o2.

| praktiken har vi ofta en mingd av observationer vi vill analysera
och gora en modell fér. Vi kan ofta resonera oss fram till vilken typ
av fordelning som boér anvéndas for X, men vi vet typiskt inte vilka
parametrar vi ska anvanda for fordelningen.

Det &r detta problem som studeras i statistikteorin: givet
observationer x4, ..., x,, vad kan vi siga om parametrarna i
fordelningen?
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CHALMERS
Statistikteori
Det vi forst behdver ar en punktskattning av parametrarna, det vill
saga ett troligt varde for parametrarna.

Vi vill ofta ocks3 veta ndgot om hur siker denna skattning ar. For
att karakterisera osdkerheten i var skattning anvander vi oss ofta av
konfidensintervall. Det vill sdga ett intervall som med hog
sannolikhet ska ticka det sanna vardet p& parametern.

Slutligen kan vi vilja testa hypoteser kring parametrana, till
exempel kan vi vilja veta om g > 0 i normalférdelningen, vilket gors

via hypotesprévning.

| denna forelasning ska vi titta pd punktskattningar, och efter detta
studerar vi konfidensintervall och hypotesprévning.
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CHALMERS
Populationer

Vi kommer utgd frén att vi har ett stickprov av observationer

T1,...,T, som vivill anvanda for att f& kunskap om en population.
Begreppet population kan innebéra lite olika saker, vi kan skilja pa
tva typfall:

e Populationen kan vara en val avgrinsad mangd saker, till
exempel alla réstberdttigade i sverige, eller alla varor i ett
lager. | den har situationen kan vi i teorin rdkna upp alla
ingdende element i en lista.

e Populationen kan ocks3 vara n3got lite mer abstrakt. Till
exempel kan vi ha en process av vilken vi kan gdra upprepade
matningar. Till exempel att kasta en tarning eller gora ett
kemiskt experiment. Populationen hdr kan tidnkas som alla
mojliga slumpmissiga forsok av denna typ, vilket inte har
ndgot konkret avgransning.
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CHALMERS
Representativa urval

| bada fallen ar det viktigt att vart stickprov ar representativt for
populationen, vilket betyder att det ar n&gorlunda typiskt for
populationen. Om detta inte ar fallet kan vi f& systematiska fel i
véra skattningar.

| exemplet med rostberattigade kan vi till exempel inte valja alla
rostberattigade i Stockholm och anvdnda dessa som ett
representativt stickprov for alla véljare i Sverige.

| fallet med en avgransad population dr den enklaste formen av
representativt urval att slumpmissigt valja n element frén hela
populationen. | fallet med slumpmassiga forsok behdver vi endast
upprepa forsoket n ganger for att f& ett representativt urval.
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CHALMERS
Stickprov

Ett stickprov av storlek n ar n oberoende observationer av en
slumpvariabel X. Vi kan allts& skriva stickprovet som observationer
av n slumpvariabler X1, ..., X,, dar alla X; ar oberoende och
likafordelade.

Denna definition tacker fallet med upprepade experiment ovan, och
kan oftast ses som en bra approximation i fallet med andlig
population om n ar litet i forhallande till storleken p& populationen.

Anledningen till att det oftast méste ses som en approximation i
fallet med andlig population beror p3 att populationens
sammansattning andras for varje element vi drar, och
observationerna kan darfor inte anses vara oberoende.
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