Foreldsning 9: Hypotesprévning

Matematisk statistik

David Bolin
Chalmers University of Technology
Maj 7, 2015




CHALMERS
Konfidensintervall

Konfidensintervall

L&t X1,..., X, vara slumpvariabler med en férdelning som har 6
som en parameter med 6y som sant okint varde. Ett 100(1 — a)%
konfidensintervall for & med konfidensgraden 1 — « &r ett intervall
[a(X1,...,X,),6(X1,...,X,)] sddant att

Pla<f<b)=1-a.

e (a,b) ar ett slumpmadssigt intervall, eftersom a och b ar
slumpvariabler som beror av X1,..., X,,.

e Konfidensintervallet ska alltsd tolkas som att om vi gor
upprepade matningar av X1,..., X, och bildar
konfidensintervallet for alla dessa matningar s& kommer
100(1 — )% av dessa intervall ticka det sanna vardet 6.
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Konfidensintervall for o i normalférdelningen

Kand varians

L&t X1,..., X, vara oberoende N(y, 0%) dir o2 ar kind. Intervallet

I, = (X - Za/QO-/\/ﬁvX + Za/20/\/ﬁ)

ar ett konfidensintervall fér . med konfidensgrad 1 — a.

Okand varians

Lat Xi,..., X, vara oberoende N(u, 0?) dir o2 &r okind.
Intervallet

I, = (X - toz/?(n - 1)‘9/\/ﬁaX + ta/Z(n - 1)5/\/5)

ar ett konfidensintervall fér ;1 med konfidensgrad 1 — «. Har ar
S5% = L5 [(Xi — X)? och ty/o(n — 1) &r o/2-kvantilen i
t-fordelningen med n — 1 frihetsgrader.
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Centrala gransvirdessatsen (CGS)

Kom ihag att CGS sager att X &r approximativt
N(p, 02 /n)-fordelad om n &r stort.

e Om vi har ett stickprov med kind varians o2 kommer

I, = (X - Za/2o-/\/ﬁa X + Za/ZO-/\/ﬁ)

vara ett approximativt konfidensintervall for vantevardet u.

e Om vi inte kdnner variansen kan vi skatta o med S, men det
ar da viktigt att n ar stort och att fordelningen for X; inte ar
allt fér tungsvansad om skattningen ska bli n&gorlunda bra.

o Eftersom n ar stor kommer i detta fall ¢, /5(n — 1) = 2,2, s&
vi anvander

I, = (X - Za/2S/\/ﬁa X+ Za/2S/\/ﬁ)

som ett approximativt konfidensintervall i fallet d& o ar okand.
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x*(n)-fordelningen

x?%(n)-fordelningen

En slumpvariabel &r x?(n)-fordelad (chitvafordelad med n
frihetsgrader) om den har tathetsfunktion

pn/2=1g—z/2
- >0
2k/2p n ) omzx =~ 9
fz) = )
0 om z < 0.

Om Z; ar oberoende N(0, 1), sa géller att
n
> 7
i=1

ar x2(n)-fordelad.
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x*(n)-fordelningen
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Konfidensintervall for o2 i normalférdelningen

Konfidensintervall for o2

Om X1,..., X, dr oberoende N(y, 0?) fas ett konfidensintervall
med konfidensgrad 1 — o for 02 som

1. (n —1)52 (n—1)52
o XZ/Q(W’_U?X%_Q/Q(n_l) '

Har ar X3/2(n — 1) a/2-kvantilen i x? fordelningen med n — 1

frihetsgrader.
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Konfidensintervall for o2 i normalférdelningen

Konfidensintervall for o

Om Xi,..., X, dr oberoende N(y, o?) fas ett konfidensintervall
med konfidensgrad 1 — « fér o som

. _( (n—1)82 (n—1)82 )
7 Xi/Q(n - 1)7 X%_a/g(n - 1) '

Har ar Xi/z(n — 1) a/2-kvantilen i x? férdelningen med n — 1
frihetsgrader.

En viktig anmarkning har ar att till skillnad fr&n konfidensintervall
for vantevardet s8 ar konfidensintervall for variansen mycket
kinsliga for avvikelser fran normalférdelningen.
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Ensidiga konfidensintervall

Ibland 3r man endast intresserad av en trolig dvre eller undre gréans
for parametern. Vi kan d3 bilda ett ensidigt konfidensintervall.
L&t X4,..., X, vara slumpvariabler med en férdelning som har 6
som en parameter med 6 som sant okant varde.
e Ett undre begrinsat ensidigt 100(1 — «)% konfidensintervall
for 8 med konfidensgraden 1 — « &r ett intervall
[a(X1,...,X,),00] s&dant att

P(a§90)21—a.
e Ett Svre begrinsat konfidensintervall ges p& samma satt av ett

intervall [—oo, b(X71,...,X,)] sddant att
P(lp<b)=1—qu

| de fallen vi tittat pa f3 ensidiga konfidensintervall genom att
endast berdkna en av grinserna samt att vi byter «/2-kvantilen till
en a-kvantil.
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Hypotesprévning

Ett viktigt problem inom statistiken dr att kunna testa om en teori
eller en hypotes ar sann. Exempel pd sddanna frigestallningar kan

vara
e Ger ett nytt lakemedel n&gon effekt?

e Dor rokare tidigare an icke rokare?

e Har matinstrumentet ett systematiskt fel?

Svaret som den statistiska analysen ger kan vara
@ att hypotesen styrks eller bekridftas av forsoket, och man far
d8 ocksd ett matt pd hur sidker denna slutsats ar.

@® att datan inte ger ndgot stdd for hypotesen.
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Hypotesprévning

Vi vill testa nollhypotesen

HO 10 = 90
mot mothypotesen

H1 : 0 75 00.

Om testet bekraftar mothypotesen siger vi att H forkastas till
forman for Hy. Man brukar d& ocks8 sdga att 6 ar signifikant skilt
frén 90.

Principen for testet bor vara att vi berdknar en skattning 8* av 6
och férkastar Hy om 6* &r l&ngt frén 6. Vi stills d3 infér fragorna

@ Vad innebar att 0* ar l&ngt fr&n 6,7
® Hur kan vi ange sikerheten i slutsatsen vi drar?
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Konfidensintervallmetoden

Om vi bildar ett 95% konfidensintervall Iy for 6 kan vi direkt
anvanda detta for att gora hypotestestet.

e Eftersom intervallet r berdknat s3 att det ska ticka det sanna
vardet pa 0 i 95% av fallen s& kan vi forkasta Hy om
intervallet inte innehaller 6,.

e Om intervallet diremot innehaller 8y kan vi inte forkasta Hy,
dvs p&std att 6 # 6.

Konfidensgraden vi anvinder nar vi berdknar konfidensintervallet ar
ocks3 konfidensgraden fér hypotestestet vi gor.
e Det har blivit standard inom mé&nga omr&den att anvanda 95%
konfidensgrad, men vi kan ocks& anvanda en hogre eller en
lagre konfidensgrad.
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Konfidensgrad

Ett konfidensintervall med konfidensgrad 100(1 — )% &r gjort s&
att det tacker det sanna vardet av # med sannolikhet 1 — a.

Om Hy ar sann, dvs 6 = 0, finns det alltsd en risk o att intervallet
inte tacker 6y och vi drar d& felaktigt slutsatsen att 6 # 6.

Denna risk ar det vi kallar for felrisk eller signifikansniva.

Definition

Felrisken eller signifikansnivan definieras som

o = P(H, forkastas |Hy sann).

Oversatt till konfidensintervall ar signifikansnivan
o = P(@ ¢ [9 om 6 = 90) = P(90 ¢ Ig).

Alltsa fas signifikansnivdn som 1 - konfidensgraden.
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Typ 2 fel
Felet vi gor om vi forkastar Hy trots att den dr sann brukar kallas
for ett "Typ 1 fel”. Den andra sortens fel vi kan gora ar "Typ 2 fel™

Definition

Under hypotesprovning sager vi att vi gor ett typ 2 fel om vi inte
forkastar Hy trots att H; ar sann. Sannolikheten for att gora ett
typ 2 fel brukar betecknas med g:

B = P(H, forkastas inte |H; sann).

Vi satter sjdlva sannolikheten for att gora ett typ 1 fel nar vi
designar testet. Typ 2 fel &r lite sv8rare att hantera eftersom
sannolikheten att gora ett typ 2 fel beror p& mothypotesen. Vi
dterkommer till detta senare.
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De olika utfallen av ett hypotestest

Fér att sammanfatta kan fyra olika saker handa nar vi gor ett
hypotestest:

@ Hj ar sann och hypotestestet forkastar inte Hy.

® Hj ar sann och hypotestestet forkastar Hy. Detta ar ett typ 1
fel och har enligt konstruktionen av testet sannolikhet « att
intraffa.

® H; ar sann och hypotestestet forkastar Hy.

® H; ar sann och hypotestestet forkastar inte Hy. Detta ar ett
typ 2 fel och sannolikheten for att detta intraffar brukar
betecknas med 3.
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En viktig observation

| fallet d& vi inte kan forkasta Hy bor det understrykas att testet
inte visar att 8 = 6, eftersom b&de 6y och manga andra varden
tacks av konfidensintervallet.

Fragan om Hj eller Hy ar sann lamnas allts& d& dppen. Det finns
alltsd en asymmetri mellan Hy och H; eftersom vi endast kan
anvinda testet for att visa att den ena hypotesen ar sann.

Av tradition viljer man alltid den hypotes man vill kunna visa ar
sann som Hj.
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Hypotesprovning med teststorhet

Om vi kan férkasta Hy med signifikansnivd 0.05 kan det vara
intressant att se om vi ocksé kan forkasta med en lagre
signifikansnivd, tex 0.01.

En nackdel med konfidensintervallsmetoden ar att vi d3 ma3ste
berdkna om konfidensintervallet for varje signifikansniva vi vill
undersoka.

Ett alternativ dr att gora testet baserat pd en teststorhet, vilket ar
den generella metoden for hypotestest. Denna metod har tvé
fordelar:

@ Berakningarna blir ofta enklare.

® Man far ett exakt matt pa sakerheten i slutsatsen, ett s3 kallat
p-varde.
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Teststorheter

Definition
En teststorhet "= T'(X1, ..., X,,) ar en funktion av
observationerna, och alltsa en slumpvariabel. Tpps = T'(21,. .., 2y)

ar ett observerat virde av teststorheten for givna observationer.

| allm&nhet innehaller teststorheten en skattning 8* av parametern
0. Till exempel for test av vantevardet i en normalférdelning med
okénd varians kan vi anvanda

X — o
s/\/n
Om vi kdnner variansen kan vi istillet anvdnda
_ X — o
ag/v/n
Dessa teststorheter kinns igen som de slumpvariabler vi anvande
for att berakna konfidensintervall for normalférdelningen.

T =

T
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p-varden
Givet att vi har formulerat var teststorhet gor vi testet genom att
berdkna ett p-varde.

Definition

p-vardet eller signifikanssannolikheten definieras som sannolikheten
under nollhypotesen att vi far ett varde |T'| som &r lika stort eller
storre dn det observerade vardet |75/

Vi vill anvanda en storhet T' som vi kdnner férdelningen av under
Hy, s att vi kan berdkna p-virdet.

Om fordelningen for T' & symmetrisk ges i allm3nhet p-virdet av

p= 2(1 - FT(|T0bsD)

dar Fp ar fordelningsfunktionen for teststorheten.
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p-varden (forts.)

| fallet med normalférdelning med kind varians har vi att T under
Hy ar N(0, 1)-fordelad, s& vi har att

p= P(|T| > ‘TobsD =2 P(T > |Tobs‘) = 2(1 - (I)(|Tobs|))'

Vi forkastar Hy om p ar litet, och det exakta vardet p& p ar den
minsta signifikansnivd vi kan ha for att forkasta H.

Om vi vill gora ett test med en fix signifikansniva «, tex 0.05,
behdver vi alltsd endast berakna p och sedan forkasta Hy om p< «a.
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Kritiskt omrade

Om vi endast ar intresserade av att gora testet med en viss
signifikansnivd « kan vi ocks8 berdkna det s& kallade kritiska
omradet for teststorheten istallet for att berdkna p-vardet.

Definition

Givet en signifikansnivd o definierar vi det kritiska omr&det C,, som
de varden p3 teststorheten 7" som leder till att man forkastar Hy pé
nivan o.

Vi forkastar Hy pé nivén o om p < «, vilket ekvivalent kan
uttryckas som |T| > T, /9 g, dar Ty, g7, r a/2-kvantilen i T's
fordelning under Ho. Dérfor har vi Co, = {T : [T'| > T,y /2,11, }-
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Kritiskt omr&de for normalférdelningen

Med test for vantevardet hos normalfordelade data far vi:

e Om variansen ar kind: 7" under Hy ar N(0, 1)-férdelad,
forkasta Hy pd nivan a om |T'| > z,/5.

e Om variansen ar okdnd: T under Hy ar t(f)-fordelad, forkasta
Hy pa nivan a om |T'| > t,/2(f).
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Ensidiga test
| vissa situationer kan vi vilja testa om det observerade virdet ligger
for hogt respektive for 18gt i forhallande till referensvardet.

Vi vill d& gora ett s& kallat ensidigt test.

Vid ett ensidigt test forkastar vi Hy endast om vi kan hivda att
parametern dr for stor (alternativt for liten). Nollhypotesen &r som
tidigare

Ho 10 = 90

men mothypotesen &r nu antingen
Hq:0 > 6

eller
Hy:0 <6
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Ensidiga test (forts.)

Om vi anvander ett konfidensintervall fér att gora testet ska vi nu
anvanda ett ensidigt konfidensintervall

e om Hy: 0 >0y Iy ={a,oc0}.
e om Hy: 0 <6y Iy ={—00,b}.

Vi forkastar Hy om intervallet inte tacker 6.

Alternativt anvander vi oss av en teststorhet och vi beraknar d3
p-vardet som

eomH;:0>0) p= PHO(T > Tobs)-
e om Hy:0 <0y p=Pu,(T <Tys).

och forkastar sedan Hy om p < .
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Kritiskt omrade

Anvinder vi oss av ett test med en fix signifikansnivd kan vi ocks3
berdkna det kritiska omradet.

Med test for vantevardet hos normalférdelade data far vi nu:
e om Hy : 0 > 0:
e Om o ar kiand: Forkasta Hy pa nivdn o om T > z,.
e Om o 4r okdnd: Foérkasta Hy pa nivdn o om T > t,(f).
e om Hi : 0 < 0y:
e Om o ar kidnd: Forkasta Hy pa nivan ac om T < —z,.
e Om o 3r okdnd: Foérkasta Hy pa nivén o om T < —t,(f).
Observera att vi har bytt a;/2 mot « har, precis som vi gor nar vi
berdknar ensidiga konfidensintervall.
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Styrka
Kom ihag att felet vi gor d3 vi vid hypotesprdvning inte forkastar

nollhypotesen i fallet d3@ mothypotesen faktiskt dr sann kallas for ett
"Typ 2 fel”.

Sannolikheten for att gora ett sddant fel betecknas med £3.
Sannolikheten att inte gdra ett typ 2 fel kallas for testets styrka,
och ges alltsd av 1 — 5.

Antag att vi vill testa om det férekommer en systematisk avvikelse
fran 6y. Om den verkliga avvikelsen ar liten ar det inte s§ viktigt
om testet ger ett icke-signifikant resultat. Om den verkliga
avvikelsen daremot ar s& stor att den dr av praktisk betydelse s& vill
vi att testet ska ge utslag om detta.

Vi bryr oss alltsd inte s& mycket om typ 2 fel om den systematiska
avvikelsen ar liten, men vi vill inte gora ett typ 2 fel om avvikelsen
ar stor.

Styrkefunktionen David Bolin
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Styrkefunktion

Typ 2 fel &r lite svérare att hantera eftersom de beror p&
mothypotesen men ett siatt att visualisera dessa ar att berdkna
testets styrkefunktion

Definition

Vi vill testa Hy : 0 = 6y och har bestamt en teststorhet 7' och en
signifikansnivd «. Testets styrkefunktion 7 () definieras som

m(0) = P(T € C,|0) = P(Hy forkastas| parametervardet ar 0)

Testets styrkefunktion ger allts§ sannolikheten for att testet ger ett
signifikant resultat om det sanna vardet ar 0, vilket alltsd &r testets
styrka vid vardet 6.
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Sats

Antag att vi har n observationer av en normalférdelning N(u, o2)
med kind varians och att vi vill testa Hy : 1 = pg. Testets styrka

ges d& av
e Om Hiy : > po:
7T(,u) —1-® <Za _ (.U’,UO)\/H>
o
e Om Hiy : pu < po:

(1 — uo)ﬁ) _ & <Za/2 (e ua)ﬁ)

g
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Styrkefunktion for test av Hy : = 0 mot Hy : pu # 0 for
N(p, 1)-fordelningen p& nivd a = 0.05.
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Hur ménga observationer kravs?

Det vi kan se fran styrkefunktionerna i de olika fallen ar att testet
har lattare att uppticka en avvikelse p — pg om

e Risken for typ 1 fel, «, &r stor.
e Antalet observationer, n, ar stort.
e Variansen o2 ir liten.

Om vi bestammer oss for en viss avvikelse p — g vi vill att testet
ska upptacka samt fixerar signifikansnivdn « kan vi anvinda
styrkefunktionen for att berdkna hur ménga observationer vi bor
gora for att fa en given styrka 1 — 3 p& testet.
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Sats

Antag att vi har normalférdelade observationer N(z, o2) och dnskar
testa Hy : = po. Om vi vill att testet ska ge utslag for avvikelsen
1 — o med sannolikhet 1 — 3 ska antal observationer viljas som:

e Kand varians:

2
A
2
(o
m(za/z + 25)°

Ensidigt test: n =

Tvasidigt test: n =

e Om variansen skattas med s2:

2

Ensidigt test: n ~ ———— (2 + 23)% + 22/2

(n—p)? 777 e
2

Tvasidigt test: n ~ (2a/2 + 28)° + 23 /2/2

(1 — po)?
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