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CHALMERS
Utfall och utfallsrum

Slumpmassigt forsok

Man brukar siga att ett slumpmassigt forsok ar ett forsok som kan
upprepas under vasentligen identiska forhéllanden dar utfallet av
forsoket inte exakt kan forutsagas i det enskilda fallet.

Utfall och utfallsrum

Resultatet av ett forsok kallas for ett wtfall w, och mangden av alla
mojliga utfall kallas for utfallsrummet Q.

Handelser

Man kan ocksa satta samman olika utfall till hdndelser. En
handelse A dr en mangd av utfall, det vill siga en delmangd av
utfallsrummet Q.

Sannolikhetsteori David Bolin
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Snitt, union och komplement

Lat A och B vara tva handelser, vi definierar

Komplement, A€
Mangden av alla utfall som inte finns i A. A°=Q\ A.

Union, AU B

Mangden av alla utfall i A eller B.

Mangden av alla utfall som finns i A och B.

Den tomma mangden ()

Brukar kallas for en oméjlig hiandelse. Om AN B = () s& sager vi
att A och B ar ofdrenliga, disjunkta, eller utesluter varandra.

Sannolikhetsteori David Bolin
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Venndiagram

Sannolikhetsteori David Bolin
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Kolmogorovs axiomsystem

Kolmogorovs axiomsystem

L&t Q vara ett utfallsrum. En sannolikhet, eller sannolikhetsmatt
P : Q — R ar en reell funktion som tar handelser i £ som argument
och returnerar ett reellt tal, och som uppfyller

®0<PA) <.
® P(Q)=1.
® Om Ay, Ay, ... dr an foljd av disjunkta hiandelser s& giller att

() - S
=1 =1

Speciellt s3 galler att om handelserna A och B ar disjunkta s& ar

P(AUB) =P(A) + P(B).

Sannolikhetsteori David Bolin
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Egenskaper hos sannolikhetsméattet

Ur axiomen kan vi harleda féljande egenskaper.

Egenskaper

For ett sannolihetsmatt P galler att
® P0)=0.
@ P(A°) =1-P(A).
® P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB).

Att dessa ar uppfyllda inses enkelt genom att rita Venndiagram!

Sannolikhetsteori David Bolin



CHALMERS
Betingade sannolikheter

Vi vill ibland berakna sannolikheten for en handelse A givet att vi
vet att en annan handelse B har intriffat. Vi vill d3 veta den s3
kallade betingade sannolikheten fér A givet B.

Betingad sannolikhet

Antag att P(B) > 0. Den betingade sannolikheten for A givet B

definieras som
P(ANB)

P(B)

Multiplikationssatsen for sannolikheter

Om A och B ar hiandelser s& géller att

P(A|B) =

P(ANB)=P(B|A)P(A) = P(A|B)P(B).

Multiplikationssatsen ar speciellt anvandbar for att berakna
sannolikheten for successiva hiandelser som p&verkar varandra.

Sannolikhetsteori David Bolin
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Bayes sats
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STATSTICALLY SPEAKING, IF YOU PICK UP A
SEASHELL AND DOVT™ HOLD IT TOYOUR ERR,
YbU CAN PROBRBLY HEAR THE OCEAN.

Bayes sats

For tvad handelser A och B galler att

_ P(BJA)P(A) P(B]A)P(A)
PAIB) = =505y — = PBIAIP(A) + P(B|A)P(A)

Sannolikhetsteori David Bolin
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Slumpvariabler
En slumpvariabel beskriver utfallet av ett slumpmassigt forsok med
ett numeriskt varde:

Slumpvariabel

En stokastisk variabel (slumpvariabel) X &r en funktion som tar
element fran  som argument och som returnerar ett reellt tal.

Vi betecknar ofta slumpvariabler med stora bokstiver, X, Y och Z.
Utfall betecknas ofta med respektive sma bokstaver, z, y och z.

Diskreta slumpvariabler

En diskret slumpvariabel kan endast anta ett andligt eller
upprakneligt antal varden, i allménhet ndgon delmangd av heltalen.

Slumpvariabler David Bolin
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Sannolikhetsfunktionen

Sannolikhetsfunktion

Till en diskret stokastisk variabel X definierar vi
sannolikhetsfunktionen p(k) genom p(k) = P(X = k).

Eftersom p(k) beskriver sannolikheter méste vi ha att
e p(k) >0 for alla k.

o Y2 p(k)y=1.

Dessa tva villkor ar bade nodvandiga och tillrackliga for att en
funktion p(k) ska vara en sannolikhetsfunktion.

Vi kan ocks3 visa att

om m och n ar heltal.

Slumpvariabler David Bolin
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Kontinuerliga fordelningar

| praktiken stdter vi ofta p& situationer d& de mdjliga vardena ar
alla varden i ett intervall, tex [0, 1], eller &r alla positiva reella tal.

Kontinuerlig slumpvariabel

En kontinuerlig slumpvariabel kan anta alla varden i ndgot (eller
ndgra) intervall av reella tal och sannolikheten fér att den antar
varje specifikt varde ar noll.

Kontinuerliga slumpvariabler kan beskrivas med tathetsfunktionen.

Tathetsfunktion
Lat X vara en kontinuerlig slumpvariabel, en funktion f(x) s3 att

00 b
@) >0, /_ f@)dz =1, Pla<X<b) = / F@)da,

kallas en tathetsfunktion.

Slumpvariabler David Bolin
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Fordelningsfunktionen

Ett annat vanligt satt att beskriva en stokastisk variabel ar att
anvanda den s3 kallade férdelningsfunktionen.

Fordelningsfunktionen

L&t X vara en slumpvariabel. Dess fordelningsfunktion ges d3 av
F(z) =P(X <z). Om X &r en diskret variabel har vi

F(x) =) _p(k),

[5<ap

och om X &r kontinuerlig har vi

Fo) = [ " )

Slumpvariabler — Fdrdelningsfunktionen David Bolin
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Vantevarde

Vantevarde

Viantevardet for en slumpvariabel definieras som

E(X) = Y he oo kp(k) om X ar diskret,
2 xf(x)de  om X ar kontinuerlig.

Vantevardet ar "tyngdpunkten” i fordelningen.

Yore o 9(k)p(k), om X ar diskret,
foooo g(x)f(z)dz, om X &r kontinuerlig.

E(9(X)) = {

L3ges och spridningsmatt David Bolin
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Varians och standardavvikelse

Variansen av en stokastisk variabel definieras som
V(X) = E[(X — p)?], dar p &r vantevirdet av X.

Vi ser alltsd att variansen definieras som vantevardet av den
kvadratavvikelsen av X fran dess vantevarde. Vi beraknar variansen
som

V(X) = > ohe ook = p)?px (), om X ar diskret
@ — w2 (x)de, om X ar kontinuerlig.

o0

Ett enklare satt ar ofta att berakna variansen som

Standardavvikelsen av en stokastisk variabel ges av o = /V(X).

Liges och spridningsmatt David Bolin
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Normalférdelningen

Normalférdelningen

En kontinuerlig slumpvariabel X &r normalférdelad, N(u, 0?), med
parametrar i € R och o > 0, om den har tithetsfunktionen

@) = = exp (~5a(e = )

oV 2T

Fordelningsfunktionen ges av
r 1 1
F(x) = ——exp|——=—=@w—-p?)d
(z) /OOU o p( 5,2 Y u))y

Parametrar
Om X ~ N(p,0?) har vi att E(X) = p och V(X) = o2

L3ges och spridningsmatt David Bolin
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Berdkning av sannolikheter

Standardiserad normalférdelning

En slumpvariabel Z sdgs ha en standardiserad normalférdelning om
Z ~ N(0,1). Vi beteckningar férdelningsfunktion och
tathetsfunktion for denna fordelning med o(z) respektive ®(z).

Om X ~ N(p,0?) sa giller att aX + b~ N(au + b, a’0?).

Detta betyder att om X ~ N(u,0?)
e kan vi skriva X =+ o0Z dar Z ~ N(0,1).
e harviatt Z = (X —u)/o ~N(0,1).
Vi kan anvanda detta for att berdkna sannolikheter:

e (Tt e (et <o ()

L3ges och spridningsmatt David Bolin
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Centrala gransvardessatsen

En av de viktigaste satserna inom statistikteorin, och en av
anledningarna till varfér normalférdelningen ar s viktig.

L&t X1,..., X, vara oberoende och likaférdelade slumpvariabler
med vintevirde p och varians 02 < co. D3 giller att

P (Z?:1 Xi—np

Saj) — ®(z), d&n— occ.

oy/n

Om n &r stort har vi enligt satsen att

o > | X; & approximativt N(nu, no?)-férdelad.
o X =n"13" X, ar approximativt N(u, o?/n)-férdelad.

Hur stor n maste vara beror pd fordelningen av X;.

L3ges och spridningsmatt David Bolin
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Tvadimensionella férdelningar

Definition

En tvé dimensionell slumpvariabel (X,Y") tillordnar tv&d numeriska
varden till varje utfall i Q.

For diskreta variabler har vi sannolikhetsfunktionen

For en sannolikhetsfunktion har vi att px y(i,5) > 0 och
Z,~7ij,Y(i7j) = 1. For kontinuerliga variabler har vi en
tathetsfunktion fx y (z,y) som ar sadan att

® fxy(z,y) >0,
(2] ffo f_oo fxy(x,y)dzdy = 1, och
®Pa<X<bochc<Y <d)= fffxyxy)dxdy

Flerdimensionella férdelningar David Bolin



Marginalfordelningar

Givet en diskret tvaddimensionell slumpvariabel (X,Y") definieras
marginalfordelningarna for X och Y som

px(i)= Y pxy(i,j), py(§) = > pxy(i,j)

j:—oo 1=—00

| det kontinuerliga fallet har vi p& motsvarande satt

fx(z) = /_00 Ifxy(z,y)dy, fr(y) = /_OO fxy(z,y)dz

Vintevarden av funktioner
Vantevardet av en funktion H(X,Y') definieras som

Dm0 ge—oo H (i, 3)px,v (i, 5), diskret
25 5 H(z,y) fx,y (z,y)dady,  kontinuerlig

Flerdimensionella férdelningar David Bolin

E(H(X,Y)) = {
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Beroende

Oberoende handelser
Tva handelser A och B &r oberoende om P(AN B) = P(A)P(B).

Oberoende slumpvariabler

Tva slumpvariabler X och Y ar oberoende om deras tathetsfunktion
(eller sannolikhetsfunktion) kan skrivas som produkten av
marginalfordelningarna. Det vill sdga, for det diskreta fallet

px,y (i,7) = px(@)py (j) diskreta variabler
fxvy(z,y) = fx(z)fy(y) kontinuerliga variabler

Kovariansen mellan X och Y definieras som
C(X,Y) = E[(X — ux)(Y — iy )] dir px = E(X) och py = E(Y).

Flerdimensionella férdelningar David Bolin
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Kovarians

Kovariansen kan beraknas som

C(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)

Sats

Om X och Y &r oberoende s ar C(X,Y) =0 och
E(XY) = E(X)E(Y).

Korrelation

Den s3 kallade korrelationskoefficienten definieras som
C(X,Y)

PN = AV

Flerdimensionella férdelningar David Bolin
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Betingade fordelningar

Den betingade férdelningen fér X givet Y = y definieras for det
kontinuerliga fallet som

Frpla) = P2,

givet att fy (y) > 0. P8 motsvarande sitt har vi den betingade
fordelningen for Y givet X = x:

fy2(y) = fXJ};((%y) ;

givet att fx(z) > 0.

Samma formler géller fér diskreta variabler om vi byter f mot p.

Flerdimensionella férdelningar David Bolin
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Punktskattningar

Ett stickprov av storlek n dr n oberoende observationer av en
slumpvariabel X. Vi kan allts3 skriva stickprovet som observationer

av n slumpvariabler X7, .

.., X, dar alla X; ar oberoende och
likafordelade.

En skattning av en parameter # ar en funktion é(Xl, oo, Xp) av
observationerna.

Tv& egenskaper vi vill att var skattare ska ha ar att

~

betyder att vi vill att E(6(X7,...,X,)) = 0.

e Den ska ha I&g varians om n &r stort, helst vill vi att

V(O(Xi,...,Xpn)) > 0ddn— oo.

e Den ska vara vantevardesriktig (unbiased p3 engelska), vilket

Punktskattning David Bolin
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Skattning av vantevarde och varians

L&t x1,...,x, vara observationer av oberoende och likaférdelade
s.v. X1,...,X, med vintevirde 1 och standardavvikelse o.
Vintevirdesriktiga skattningar av u och o2 ar da

+ (07 =5 = B = T T (X - XD

n—1 n—1
Om X; € N(u, 0?) sa har vi u* ~ N(p, %2) och % €x?(n—1)
Lat z1,...,xin, vara ober. obs. frdn N(u;,0) ddi=1,...,k. D3

ar en poolad variansskattning
2% _ ¢2 _ Q _ (m—1)S{++(nk—1) S}
e () =5, = N TS e e Y

Eftersom X;; ~ N(u;,0?) s& har vi % ~ x2(f)

Punktskattning David Bolin
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Maximum likelihood-metoden

Tanken bakom maximum likelihood metoden &r att vi vill hitta det
parameterviarde som mest troligast producerade det stickprov vi har.
Metoden &r baserad pa den s& kallade likelihood-funktionen, som
for ett stickprov x1 ..., x, ar

n

L) = [ [ f(xs)
i=1
dar f(x) ar tathetsfunktionen fér fordelningen och 6 ar
parametrarna vi vill skatta. | det diskreta fallet byter vi
tathetsfunktionen mot sannolikhetsfunktionen.

Maximum likelihood-skattaren av en parameter 6 ges av

Orr1 = arg max L(0)
0

Punktskattning David Bolin
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Konfidensintervall

Konfidensintervall

L&t X1,..., X, vara slumpvariabler med en férdelning som har 6
som en parameter med 6 som sant okant varde. Ett 100(1 — a)%
konfidensintervall for 6 med konfidensgraden 1 — « &r ett intervall
[a(X1,...,X,),b(X1,...,X,)] s&dant att

P(agéogb):l—a.

e (a,b) ar ett slumpmissigt intervall, eftersom a och b ar
slumpvariabler som beror av X1,..., X,,.

e Konfidensintervallet ska allts& tolkas som att om vi gor
upprepade matningar av X1, ..., X, och bildar
konfidensintervallet for alla dessa matningar s& kommer
100(1 — )% av dessa intervall ticka det sanna vardet 6.

Konfidensintervall David Bolin
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Konfidensintervall

Om 6*(Xy,...,X,) € N(6,V(6%)) sa har vi
o Ip= (0"t Ayj2- v/ V(0¥)) om V(0*) &r kand
o Ip= (0" £ty/2(f) s-c)om V(9*) =c?.o% dir 0? = V(X;),
c ir en konstant och (02)* = 82 = & med 5 ~X2(f)

Om 0*(Xy,...,Xn) = N(0,V(0*)) enligt CGS (el. dyl.) s& kan vi
anvanda normalbaserade konfidensintervall approximativt.

Om Xi,..., X, ~ N(,0?) med (0?)* = 5% = G och & € x*(f)

sd
(e s
7 Xi/g(f)’ X%_a/g(f)

Konfidensintervall David Bolin
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Hypotesprévning

IM NOTYOUR BUT YOU SPEND TWIE A6 MucH | YOUR MATH 1S
BOYFRIEND! TIME WITH ME AS WITH ANYONE. | IRREFUTABLE.
E&VEM; L%o;gﬂmo | oo oMLY ARE. ELSE. IM ACLEAR OUTUER. —
' T CAsvRLLY YouR STATISTICALLY
\ DATING A NUMBER SIGNIFICANT OTHER.
OF PEOPLE. )

Vi har ett stickprov med n&gon fordelning med okdnd parameter 6.
Vi vill testa nollhypotesen

HO 10 = 90
mot mothypotesen
Hy:0+#06,.

Om testet bekraftar att 6 # 0y sdger vi att Hy forkastas till formén
for Hi. Man brukar d3 ocks3 siga att 0 ar signifikant skild fr&n 6.

Hypotesprévning David Bolin
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Hypotesprévning

T CAN'T BEUEVE SCHOOLS
ARE STiLL TEACHING KIDS
ABOUT THE ::\IULL HYPOTHESIS.
T REMEMBER READING A BIG
STUDY THAT CONCLUSIVELY
DISPROVED IT JEARS AGO.

27

David Bolin
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Konfidensintervallmetoden

Om vi bildar ett 95% konfidensintervall Iy for 6 kan vi direkt
anvinda detta for att géra hypotestestet.

e Vi forkastar Hy om intervallet inte innehéller 8.
e Om intervallet ddremot innehaller 8y kan vi inte forkasta Hy.

Konfidensgraden vi anvander nér vi berdknar konfidensintervallet &r
ocksa konfidensgraden for hypotestestet vi gor.

Definition

Felrisken eller signifikansnivén definieras som

a = P(Hy forkastas |Hy sann).

Oversatt till konfidensintervall r signifikansnivan

o = P(9¢]g om (9:90) = P(90 ¢I@).

Hypotesprévning David Bolin
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Typ 2 fel
Felet vi gor om vi forkastar Hy trots att den &r sann brukar kallas
for ett "Typ 1 fel”.

Den andra sortens fel vi kan gora ar "Typ 2 fel™

Definition

Under hypotesprovning sager vi att vi gor ett typ 2 fel om vi inte
forkastar Hy trots att Hy ar sann. Sannolikheten for att gora ett
typ 2 fel brukar betecknas med f3:

B = P(H, forkastas inte |H; sann).

Sannolikheten for att goéra ett sddant fel betecknas med /3.
Sannolikheten att inte gora ett typ 2 fel kallas for testets styrka,
och ges allts&d av 1 — 3.

Hypotesprévning David Bolin
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Teststorheter och p-varden

Teststorhet
En teststorhet ' = T'(X1, ..., X,,) ar en funktion av
observationerna, och allts en slumpvariabel. Tpps = T'(21,. .., 2y)

ar ett observerat virde av teststorheten for givna observationer.

p-varde

p-vardet eller signifikanssannolikheten definieras som sannolikheten
under nollhypotesen att vi far ett varde |T'| som &r lika stort eller
storre dn det observerade vardet |15/

Kritiskt omrade

Givet en signifikansnivd « definierar vi det kritiska omrédet C,, som
de varden p& teststorheten T' som leder till att man férkastar Hy p&
nivan a.

Hypotesprévning David Bolin
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Oberoende stickprov

Vi antar att vi har tvé oberoende stickprov
e ny observationer X11, X19, ..., X1p, fran N(u1,0%).
e ny observationer Xo1, Xo9, ..., Xon, fran N(ug,03).
Den intressanta parametern ar nu @ = p1 — o som vi skattar med
0* = X1 — X5 och vi vill nu bilda ett konfidensintervall for 8 samt
testa hypotesen
Hy:0=0,
vilket & samma sak som att testa p; = po, mot
H1 10 75 0

eller ndgon ensidig hypotes, § > 0 (som motsvarar p1 > p2) eller
6 < 0 (som motsvarar p1 < pg). Vi skiljer pa tre fall:

@ o1 och oy ar kinda.

® o1 = 09 = o dar o dr okand.

® 02 och o9 dr okdnda och ej sdkert lika.

Hypotesprévning David Bolin
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Testet i de olika fallen

Vi bildar teststorheten

e Om o7 och o9 ar kinda giller att V(6*) = Z—? + Z—i och T &r
N(0, 1)-fordelad.

e Om o1 = 09 = o dar o ar okdnd anvander vi en poolad
variansskattning och skattar V(6*) med sz(l/nl +1/ng). T ar
da t(ny + ng — 2)-fordelad.

e Om o7 och o9 dr okdnda och oy # oy skattar vi V(6*) med
s2/ny + s3/ny. T ir da approximativt t(f)-férdelad med

Fo (52 /n1 + s3/n2)?
(s3/m1)? | (s3/m2)?

ni—1 no—1

Hypotesprévning David Bolin
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Jamforelse av variansen for oberoende stickprov

For att jamfora de tvd varianserna infor vi teststorheten

si/of

s3/03

T &r F(n1 — 1,ny — 1)-fordelad. Vi later F,,(f1, f2) beteckna
a-kvantilen i F-férdelningen och far att ett konfidensintervall for
0? /a3 ges av

51/53 51/53

Fojo(n1 —1,n2 = 1)7 Fi_q9(n1 — 1,ng — 1)

I52/03 =

For hypotestest av 07 /o3 = 1 bildar vi teststorheten
2.2
T - 81/32

som under Hy ar F'(n; — 1,ny — 1)-fordelad.

Hypotesprévning David Bolin
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Stickprov i par

En annan vanlig situation ar att m3tningarna uppkommer i par, till
exempel om
e Man vill studera hur mycket rokare gér upp i vikt nar de slutar
roka. Man mater d& vikten fore och efter for varje person fore
och efter den slutar réka och jamférelsen sker for varje person.
e Man vill studera systematiska skillnader mellan tva
matmetoder och anvinder varje metod p3 var och ett av ett
antal prover och jamfér de tvd metoderna for varje prov.
Modellen vi nu ansatter ar att vi har n observationer i tva stickprov

X17X27"'7Xn YlaY'QM"?Yn

Foér varje matning bildar vi differensen som antas vara
normalfdrdelad:

D; = X; —Y; ~N(A,0?)
Vi vill nu testa om A = 0, vilket gors som vanligt for
normalférdelade matningar.

Hypotesprévning David Bolin



CHALMERS
Binomialfordelningen

Lat X ~ Bin(n,p). p* = x/n ar en vintevardesriktig skattning av
p med varians V(p*) = p(1 — p)/n.

Enligt CGS &r X approximativt N(np, np(1 — p))-fordelad om n ar
stor (np(1 — p) > 10). Vi har d& att

P —p
p*(1—p*)/n
ar approximativt N(0, 1)-fordelad.

Om vi vill testa

Ho : p = po

Hy:p# po
eller en ensidig hypotes Hy : p > pg eller Hy : p < pg s8 ar X ~
Bin(n, po) under Hy, och vi kan direkt berdkna p-virdet

Hypotesprévning David Bolin
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Jamforelser i binomialférdelningen

Antag att X7 ~ Bin(ni,p1) och X5 ~ Bin(ng, p2) och vi vill testa
om det ar rimligt att anta att p; = po.

pi — p5 ar en vantevardesriktig skattning av p; — pa.
Om n1p1(1 —p1) och napa(1 — p2) bada &r stora (sdg storre dn 10)

s ar p; — p5 approximativt normalfordelad. Vi har

(1—p1) n p2(1 —p2)
ni no

* * P1
V(py —p3) =

ett konfidensintervall for p; — po f&s som

p1( P1)+p2( pz)

I, p,= |0 —p5tz
P1—p2 P1 — P2 a/2\/ " 9

Hypotesprévning David Bolin
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Hypotestest

Om vi vill testa Hy : py = p2 kan vi anvdnda en poolad
variansskattning eftersom vi har att under Hy s& galler

Vi, (pi —p3) =p(1 —=p)(— — —)

Har &r p det gemensamma virdet under Hy, vilket skattas som

« _ T1+ X2
ny + ng

Vi bilar d& teststorheten
pI —P5
* * 1
VP =) + %)

som under Hy ar approximativt N(0, 1) fordelad.

T —

Hypotesprévning David Bolin
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|cke-parametriska metoder

Om vi inte hittar ndgon fordelning som passar nar vi vill gora ett
test kan vi anvinda n3gon icke-parametrisk metod.
Givet ett stickprov av storlek n vill vi testa Hy : M = My mot en
ensidig eller tvasidig mothypotes. Vi kan d& anvénda ett
o Teckentest eller Wilcoxons ranktest.
Givet tvd oberoende stickprov X1, ..., X,, och Y7,...,Y,, frén
nagra fordelningar X respektive Y vill vi testa Hy : Mx = My.
e Vi kan d3 anvdanda Wilcoxons ranksummetest.

Hypotesprévning David Bolin
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Enkel linjar regression

Vi har talpar (x;,Y;) dar x; ar ett fixt varde och Y; &r en
slumpvariabel. Modellen vi ansatter for Y; ar

Y, = Bo+ Prx; + &

dar &; ir oberoende N(0, 02) slumpvariabeler som beskriver
matfelet och By och 31 dr okdnda parametrar som beskriver det
linjara sambandet.

Vi har allts3 att vintevdrdet av Y ges av funktionen

E(Y:) = f(Bo, b1, xi)

Vi skattar parametrarna enligt minsta-kvadratmetoden genom att
minimera kvadratfelet for den datan vi har

n

S(Bo, B1) = > (i — F(Bo, B, 21))?

i=1

Regression David Bolin
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Multipel linjar regression

Vi har gjort matningar av en responsvariabel Y for fixerade varden

pa forklarande variabler z1,...,xz,, som kan viljas utan fel.
Vi ansatter en linjar modell for (Y;, z14,...,2p4),i=1,...,n:
Yi=pBo+ 01x1i+ ...+ Bpxpi +&i (1)

dar &; ir oberoende N(0, 02) slumpvariabeler som beskriver
matfelet och 3; ar parametrar som beskriver beroendet.
Vi kan formulera modellen p& matrisform som

Y=X3+E
dar
Y1 1 w1 -+ mpy €1 Bo
Y=|:| X=|: : . | E=|:| B=]:
Yn 1 Tin - Tpn En /Bp

Regression David Bolin
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Parameterskattning

Sats

Givet att XX &r inverterbar f&s minstakvadrat-skattningen av 3
som B* = (XTX)~!XTY. Skattningarna ar vintevirdesriktiga och
vi har

V(B;) = o?(diagonalelement nummer i+1 i (X7X)™1).

Vidare ir s2 = Qo/(n — p — 1) dar

n

Qo= (vi— B — Bizri— ... — Bymps)? = YTY - gTXTY.
=1

Sats

Med 13 (x0) = B} + Bizoq + -+ + Bpzoyp &r
V(13 (x0)) = ox0" (XTX)'x0

Regression David Bolin
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Egenskaper hos skattningarna

e Om ¢; ar normalférdelade ar ocksd 3} normalférdelade.

o (n—p-1s?/o? ~x*(n—p-1).

e med 0 = f3; eller uy (xq) géller (6* — 0)/d(0*) ~t(n —p—1).
o Ett konfidensintervall for 6 ar

= [0" £ to/2(n—p—1)d(0")]

e For att testa Hy : 8 = 6y mot Hy : 6 # 0y anvinds
teststorheten 7' = (0* — 6y)/d(0*) som har kritiskt omréde
Co={T:1T|> ta/Z(n -p— 1}

o Ett prediktionsintervall for en framtida observation Y (xg) ges
av

Iy( 0) = HY(XO) + ta/g(n p— 1 \/1 + XO XTX) 1X0

Regression David Bolin
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Det viktigt att validera att modellantagandena ar uppfyllda genom
att studera residualerna. Det &r ocks3 viktigt att inse att vi inte

kan vara sikra pa att modellen stimmer fér x utanfér matomradet.
David Bolin

Regression
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Faktorforsok

o Ett forsok med k faktorer, dar varje faktor testas med tvé
nivaer kallas ett 2*-faktorforsok.
o Till exempel for ett 23-forsck ar modellen

Yijki =i + Azx; + Bxj + Cxy, + ABx;x;
+ ACx;zy, + BCxjz), + ABCxiwjT) + €4l

med &k ~ N(0,0?), dir z; = —1 om faktor A har lag niva
och x; =1 om faktor A har hog niva, och x; och x, ar
definierade p& motsvarande satt for faktor B och C.

o Forsoket sags ha n replikat om varje faktorkombination mats n
ganger.

e Huvudeffekter och samspelseffekter kan skattas med hjilp av
Yates schema eller ett teckenschema.

o For en given effekt 6 har vi d(0) = s/v/2Fn.

o Iy = B+ to)s(2(n— 1)d()].

Forsdksplanering David Bolin
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Teckenschema for ett 23-forsok

Forsok Medel pn A B C AB AC BC ABC
(1) i+ - - -+ + + -
a Y211 + + - - - - + +
b h22 + -+ - - + - +
ab Yoo + + + - + - - -
c Y112 + - - + + - - +
ac Y12 + + - + - + - -
bc Y122 + - + + - - + -
abc Y222 + + + + + + + +

Forsdksplanering David Bolin
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Variansanalystabell

o Om 0 =0 ir E(2knf?) = o2,

o Effekter vi vet ar noll kan anvandas for skattning av o

o Med s2 = 21 ar T = 52 /s*> ~ F(1,2*(n — 1)) om § = 0.

e @ = Sy, kan delas upp i olika kvadratsummor baserat pa de
olika effekterna i modellen.

e Vi kan sammanfatta informationen om hur vi testar effekterna
i ett faktorforsok i en s kallad variansanalystabell. Till
exempel for ett 22-forsok:

Variation ~ Kvadratsumma Frihetsgrader ~ Medelkvadratsumma  Teststorhet
Faktor A Qa = 4nf§2 fa=1 5,24 =Qua/fa 3,24/52
Faktor B Qp = 471,BZA fB=1 523 =Qa/fB 5‘23/52‘
Faktor AB  Qap = 4nAB ~ fap=1 sip = Qap/fap  shp/s?
Residual Qo =Y. (vik — 5i)> fr=4(n—1) s> =Qo/fr

Total Q = Zl]k(yljk — ﬂ)z 4n —1

Forsdksplanering David Bolin



	Title page
	Sannolikhetsteori
	Slumpvariabler
	Fördelningsfunktionen

	Läges och spridningsmått
	Flerdimensionella fördelningar
	Punktskattning
	Konfidensintervall
	Hypotesprövning
	Regression
	Försöksplanering

