Matematiska vetenskaper Losning till tentamen: 2017-10-27 k1 14% — 18%
Chalmers tekniska hogskola Matematisk statistik for K (TMAO074)

1. (a) Lat B beteckna héndelsen att en elev har druckit alkohol och lat A7, Ag, Ag beteckna
héndelserna att en elev gar i arskurs 7, 8 respektive 9. Vi soker

P(A9 N B) = P(B|Ag)P(Ag) = 0.45 - 0.35 = 0.1575.
(b) Vi har att héndelserna A7, Ag, Ag ar disjunkta och far

P(B) =P(BN A7)+ P(BnNAg)+P(BnNAy)
= P(B|A7)P(A7) + P(B|Ag)P(Ag) + P(B|Ag)P(Ay)
=0.15-04+0.32-0.254+0.45-0.35 = 0.2975

(¢) Vi soker P(Ag|B) och anvander Bayes sats:

P(B|Ag)P(Ag) _ 0.45-0.35
P(B)  0.2975

P(A9|B) = — 0.5294.

2. (a) Lat A beteckna temperaturen och B luftfuktigheten. Vi far foljande medelvirden och
varianser

Skattningar

Y11 = 243, 8% = 242
ggl = 133,8%1 =8.0
Y12 = 183.5, 5%, = 4.5
Yoo = 93.5, 83 = 40.5
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Skattningarna av effekterna ges nu av

= Y11 + Y21 + Y12 + Yoo

= 163.5
—_ —_ 4 — —_
A — —y11 + y214— Y12 + Yoo — 50
B— —Y11 — y214+ Y12 + Y22 — o475
AB — Y11 — Y21 ;y12+y22 _5

(b) Den poolade skattningen av variansen ges av s = (5% + 53, + 5% + 535)/4 = 73.75.
(c) Antalet frihetsgrader #r 22 och vi har t-kvantilen tg095(4) = 2.7764. Den skattade stan-

dardavvikelsen hos effektskattningarna ges av s/v/8 = 3.0362. Vi far konfidensintervallen
Iy =[A=%t0.025(4)d(A)] = [-58.43, —41.57]
Ip = [B +t9.025(4)d(B)] = [-33.18, —16.32]
Iyp = [AB *+t025(4)d(AB)] = [—3.43,13.43].

Eftersom I4 och I ej tacker noll ar huvudeffekterna signifikanta pa niva 5%, men sam-
spelseffekten &r inte signifikant.

3. (a) Lat X beteckna méangden Ibuprofen i en tablett. Vi har da

X —205 < 200 — 205
10 10

P(X < 200) =P ( ) — ®(—0.5) = 1—®(0.5) = 1 —0.6915 = 0.3085.



(b)

Lat Y = 312, X;, diar X; ~ N(205,10%) beteckna den totala méngden i en forpackning.
Vi har da att Y ~ N(10 - 205, 10 - 102) = N(2050, 1000) och

2000 — 2050
10+/10

Lat Y = 312 X;, dir X; ~ N(205,02) beteckna den totala méngden i en forpackning. Vi
har d& att Y ~ N(10 - 205,10 - 02) och

2000 — 2
P(Y>2OOO):1—<I><OOOO5O) :<1><50).
ov'10 ov 10

Vi vill att sannolikheten ska vara atminstone 0.9 och ser i Tabell 1 i formelsamlingen att
50/(0+/10) d& maste vara atminstone 1.29. Detta ger att

50 > 1.29 =

50
—— > 0.
ov10 1.294/10 7

P(Y >2000)=1—& < > = ®(1.5811) = 0.9431.

Alltsd maste o < 12.2569.

Skattningen av (1 ges av ff = Spy/Szz = 20.3658/167.9901 = 0.1212 och skattningen
av By ges av 5 = y — iz = 5.4084 — 0.1212 - 6.0981 = 4.6691. Vi berdknar Q9 =
Syy — S2,/See = 14.1544 och far s* = Qu/15 = 0.9436.

Vi anvinder a = 0.05 och har dd t,/5(15) = 2.1314. Vi vill gora en skattning med
xo = log(44) = 3.7842 och far prediktionsintervallet

* * 1 Tro — T 2
IY(xo) = (ﬁo +51:L’0:|:ta/2(n_2)3\/1+n+(05m)>

1 (3.7842 — 6.0981)2
17 167.9901

= (5.1279 +2.1314 - 0.9714\/1 + =+

1
= (5.1279 +2.1314 - 0.9714\/1 + 17 + 0.0319)

= [2.9655,7.2902] .
Vi ser att log(113.6) = 4.7327 ligger i detta intervall.
Vi vill testa Hy : 81 = 0 mot H; : $1 # 0 pa niva 5%. Ett konfidensintervall for 81 ges av

* 0.9714

S
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Eftersom intervallet técker noll kan vi inte forkasta Hy. Aven om vi hade kunnat forkasta
Hj sa betyder detta sjilvfallet inte att antalet storkar paverkar fodelsetalet. For att kunna
svara pa denna kausala fraga behéver vi mer information om datan. Det kan till exempel
finnas “confounding variables”, som landets area, som paverkar bada variablerna.

] = {0.1212i2.1314 } — [—0.0385,0.2810] .

Lat X beteckna koktiden och My for medianen av férdelningen for X. Vi vill testa
Hy : Mx = 200 mot Hy : Mx > 200. Om Y betecknar antal matningar storre dn 200
sa galler att Y ~ Bin(10,0.5) om Hy ar sann. Fran resultaten har vi att 7 métningar ar
storre &n 200 och vi far att p-virdet ges av

PY>T7)=PY =7)4+P(Y =8)+P(Y =9)+P(Y = 10)

_10L+10L+10L+10L
7 /210 8 | 210 9 210 10/ 210
176

120+45+10+1) = To24 =0.1719

Eftersom p-virdet ar storre &n o = 0.05 kan vi inte forkasta Hy.

ZQTO(



(b)

Vi antar X ~ N(ug,02) och vill testa Hp : pp = 200 mot Hy : p, > 200. Vi beriknar
T = 204.3 och s, = 7.2426 och far teststorheten

Tops = 2043 — 200 _ 1.8775.

s/v/10
Under Hj ska denna vara t(9)-férdelad. I formelsamlingen ser vi att 5%-kvantilen for
denna fordelning &r 1.8331. Eftersom Ty ar storre dn detta véirde kan vi forkasta Hy.

Fordelen med teckentestet &r att vi inte behdver gora nagot antagande om att X &r
normalférdelad, men nackdelen &r att testet har lagre styrka i fallet da X faktiskt ar
normalférdelad.

Lat Y ~ N(py, af,) beteckna koktiderna for den dyra vattenkokaren. Vi vill testa Hy :
My = py mot Hy : py > py. Vi berdknar y = 199.2 och s, = 13.1892. Eftersom vi
antar att X och Y har samma varians berdknar vi en poolad skattning av variansen,

312, = (s2 + 55)/2 = 10.63982. Vi har nu teststorheten

i
T /1710 + 1/10
som ska vara t(18)-fordelad under Hy. I formelsamlingen ser vi att 5%-kvantilen f6r denna

fordelning ges av 1.7341. Eftersom T, inte ar storre &n detta virde kan vi inte forkasta
Hy.

Vi far marginalférdelningen fér X; genom att integrera téthetsfunktionen 6ver xo:
o0 [e.e]
f(z1) = / f(x1, xe)dzo = ala + 1)/ (z1 + x93 — 1)@,y
1 1
oo

(1'1 Ty — 1)—((1-}-1)} = ax] (a+1)

xo=1

=ala+1) [_a—i—l

Sannolikheten ges av
0 0 _ 1 o8}
P(X1>2)= / flxy)dxy = / ax, @iz = a [—xl_“} =27
2 2 a

Givet att ¢ > 1 har vi

Den betingade fordelningen ges av

f(:m, xz) - a(a + 1)(371 + 29 — 1)—(a+2)

_ _ _ a+1 _ 1\ (a+2)
f(z2]xy) e axl_(aH) (a+1)z{" (1 + 22— 1) )
Givet stickprovet har vi likelihooden L(a) = []i am;§a+1) och log-likelihooden
Z log(a) — (a+ 1)log(z1;)) = nlog(a Zlog Z1,)
=1

Vi deriverar [(a) med avseende pa a och sétter derivatan till noll:

a n
5all@) =5~ Lloa@) = 0= 0 = s,

n



