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Faktorforsok

Faktorforssk

En vanlig situation ar att man vill géra experiment for att
undersoka vilka faktorer som p&verkar en viss process.

Man vill veta om faktorerna paverkar processen och om det
finns n&gra samspelseffekter mellan faktorerna.

En enkel uppstillning for att undersdka detta ar att gora
experiment dar varje faktor testas dels pa en &g nivd och dels
péd en hog niva.

Ett sadant forsck med k faktorer kallas ett 2*-faktorforsok.
Forsoket sdgs ha n replikat om varje faktorkombination mats n
ganger.

For att skatta effekterna formulerar vi modellen som en
regressionsmodell: For varje faktor, infor en variabel som ar 1
om faktorn har hég nivd och —1 annars.

David Bolin
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Faktorforsok
e Till exempel for ett 23-frsok kan modellen da skrivas som

Faktorforssk
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Yijm =p + Az; + Bz + Cxy + ABa;x;
+ ACx;xy, + BCxjxy, + ABCxixjxy + €4kl

med ;11 ~ N(0,0?).

Har ar A, B, C huvudeffekterna for de tre faktorerna.

AB, AC, BC, ABC 4r samspelseffekterna.

Dessa effekter skattas nu som fér vanligt multipel regression.

Hur parameterskattningarna ser ut kan sammanfattas i ett
teckenschema.

David Bolin
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Teckenschema for ett 23-forsok

Forsok Medel o A B C AB AC BC ABC
(1) o+ - - - 4+ 4+ o+ -

a g1+ + - - - -+ o+

b Y121 + - + - - + - +

ab Y221 + + + - + - - -

c Y112 + - - + + - - +

ac Y212 + + - + - + - -

bc Y12 + - + + - -+ -
abc Y2 + + + + + + + +

Faktorforssk

For en given effekt 0 har vi d(0) = s/v2Fn.
Iy = [0+ to5(2%(n — 1))d(9)).

David Bolin
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Yates schema Yates schema (exempel)
Steg 5: Steg 6
Vid rdkning for hand pa ett 2-forsck kan berdkningarna Forssk Medel (1) (2) (3) Effekt Skattning  Forssk Medel (1) (2) (3) Effekt Skattning
underlattas avsevart genom att anvanda Yates schema: 1) 52 1068 - - - - 1) 52 1068 - - - ;
. i . . . a 546 1138 - - - - a 546 1138 - - - -
@ Skriv effekterna i standardordning i en kolumn (tex for k = 3: b o557 146 - - - - b o557 1146 - - - -
ab 581 1206 - - - - ab 581 1206 - - - -
(1), a, b, ab, ¢, ac, bc, abc) ¢ 567 24 - - . - c 567 24 - - - -
. .. . ac 579 - - - - - ac 579 24 - - - -
@® Skriv ner motsvarande medelvérden i en ny kolumn. be 57 - - - - - be 597 - - - - -
abc 609 - - - - - abc 609 - - - - -
® Bilda en ny kolumn (1) dar forsta halften av vardena ar alla
parsummor av virden i féregdende kolumn, och dar andra Steg 7: Steg 8:
hilften av virdena ar alla pardifferenser. Forssk Medel (1) (2) (3) Effekt Skattning Forsok Medel (1) (2) (3) Effekt Skattning
H = 1 522 1068 - - - - 1 522 1068 - - -
© Bilda en ny kolumn (2) genom att upprepa Steg 3, fortsatt W = C @ moaamo-
med detta tills kolumn (k) bildats. b 557 1146 - - - - b 557 1146 - -
& ab 581 1206 - - - - ab 581 1206 - -
1 “ 1 c 567 24 - - - - c 567 24 - - -
@ Dela talen i kolumn (k) med 2"n fér att f& skattningarna. S : oosen
be 597 12 - - - - be 597 12 - -
abc 609 - - - - - abc 609 12 - -
Faktorférssk David Bolin Faktorférssk David Bolin
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Yates schema (exempel)
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Yates schema (exempel)

Steg 1: Steg 2:
Forssk Medel (1) (2) (3) Effekt Skattning  Forssk Medel (1) (2) (3) Effekt Skattning Forsok Medel (1) (2) (3) Effekt Skattning  Forssk Medel (1) (2) (3) Effekt Skattning
1) 52 1068 2206 - 1) 52 1068 2206 - .

(1 52 1068 - - - - © 52 1068 - - (g 546 1138 - - (3 546 1138 2352 -

a 546 - - - a 546 1138 - - - - b 557 1146 - - - - b 557 1146 -

b 557 - - - b 557 - - - ab 581 1206 - - . . ab 881 1206 - -

ab 581 - - - ab 581 - - - ¢ 567 24 - - - ¢ 567 24 .-

c 567 - - - - - c %67 - - - - - ac 579 24 - - . . ac 579 24 -

ac 579 - - - - ac 579 - - - - be 597 12 - - - be 597 12 -

be 597 - - - - be 5097 - - - - abc 609 12 - - - abc 609 12 -

abc 609 - - - - - abc 609 - - -

Steg 3: Steg 4: Resul
Forsck Medel (1) (2) (3) Effekt Skattning Forsok Medel (1) (2) (3) Effekt Skattning esultat:

o o Forsék  Medel (1) (2) (3) Effekt Skattning
1) 52 1068 - - - - 1) 52 1068 - - - - -

a 546 1138 - - ; ; a 546 1138 - - ; ; @ gig 1(1’22 ggg 4532 i 569'72
b 557 1146 - - - - b 557 1146 - - - - a “
. b el 1ot .. . .. b 557 1146 48 130 B 1625
a 67 - - - - - a 567 - - - - ... Fortsatt Pa Samma satt ... ab 581 1206 24 0 AB 0
. e L ] i o e L ] i c 567 24 70 146 ¢ 1825
be 597 o ) . be 597 o ) ) ac 579 24 60 -24 AC -3
abe 609 o ) ) abe 600 o ) i} bc 597 12 0 -10 BC -1.25

abc 609 12 0 0 ABC 0

Faktorforssk David Bolin Faktorforssk David Bolin
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Empirisk skattning eller skattning frdn modell

e | projektet skattades empiriskt sannolikheterna att Gverskrida
de tva grénsvirdena.

e Ni berdknade ocksd motsvarande sannolikheter baserat p3 en
modell skattad fr&n datan.

e Vad ar for och nackdelar med de tvd metoderna?

Simuleringsstudie:
¢ Simulera 200 observationer fran en I'(3.5, 0.2)-férdelning.
® Baserat pa datan, skatta de empiriska sannolikheterna.

® Baserat pa datan, skatta en gammaférdelning och beridkna
sannolikheterna.

® Upprepa detta 1000 ganger och plotta histogram dver de olika
skattningarna.

Projektet David Bolin
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Empirisk skattning eller skattning fran modell

® Vi ser alltsd att vi far hogre precision genom att anvanda
modellen.

e Vad hinder om modellen ar fel?

Simuleringsstudie 2:
¢ Simulera 200 observationer fran en I'(3.5, 0.2)-férdelning.
® Baserat p& datan, skatta de empiriska sannolikheterna.

® Baserat pa datan, skatta en log-normalférdelning och berdkna
sannolikheterna.

e Upprepa detta 1000 g&nger och plotta histogram dver de olika
skattningarna.

Projektet David Bolin
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Polynomregression och kolinearitet

Regression tid

data

linear reg.
Quadratic reg.
Standardized Quandratic reg. | 7

log(abborre.HG) ;

datenum(abborre.Datum) ; .
regress(y, [ones(length(y),1) x1); | S
_quadratic = regress(y, [ones(length(y),1) x x.72]); ‘

y
X
b
b

® | Del 4 testade vissa att gora polynomregression och fick 2 T o :
ganska konstiga skattningar. B

e Koden ovan ger varningen -3 o c S
Warning: X is rank deficient to within machine precision. .
® Problemen uppkommer eftersom = och x? nistan ar kolinjara.

Anledningen till detta &r att datenum returnerar vildigt stora
taI: min(x) = 720898, max(x) = 736160. N 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010 2015

Projektet David Bolin Projektet David Bolin
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Polynomregression och kolinearitet Tentan

e Tillatna hjdlpmedel: Formelsamling och “Chalmersgodkand”
miniraknare.
e B3da dessa kommer tillhandaha&llas s& ni behdver inte ta med

® Problemet kan |dsas genom att helt enkelt anvanda x - min(x) nagot.. —
som forklarande variabel. Detta ger battre numerisk stabilitet. ® Enligt |n_fo fran Chalmers: “De inkdpta modellerna heter:
' @ Casio FX-82
X = x - min(x); ® Sharp EL-W531
b_quadratic2 = regress(y, [ones(length(y),1) x x.72]1); © Texas TI-30
e b’ = [69.3783 -0.0001] Det kommer att finnas ndgra exemplar av de inkdpta
o b_quadratic’ = 1.0e-04 *[0 0.9230 -0.0000] minirdknarna i Studentcentrum s& att studenterna kan testa

hur de fungerar innan tentamenstillfallet. "
® Angaende bevis:
® Ni behdver inte kunna bevisa de satser som jag har visat under
forelasningarna.
® Ni kan behdva definiera begrepp som vi har anvént och harleda
teoretiska egenskaper hos till exempel fordelningar och
skattningar.

® b_quadratic2’ = [0.4189 -0.0004 0.0000]

Projektet David Bolin Tentan David Bolin
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Utfall och utfallsrum

Slumpmassigt forsok

Man brukar saga att ett slumpmassigt forsok ar ett forsok som kan
upprepas under vasentligen identiska forhallanden dar utfallet av
forsoket inte exakt kan forutsagas i det enskilda fallet.

v

Utfall och utfallsrum

Resultatet av ett forsok kallas for ett utfall w, och mangden av alla
mojliga utfall kallas for utfallsrummet €.

Handelser

Man kan ocks3 satta samman olika utfall till handelser. En
handelse A dr en mangd av utfall, det vill siga en delmangd av
utfallsrummet €.

Sannolikhetsteori David Bolin
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Kolmogorovs axiomsystem
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Egenskaper hos sannolikhetsmattet

Ur axiomen kan vi harleda foljande egenskaper.

Egenskaper

For ett sannolihetsmatt P giller att
® P(0)=0.
® P(A°) =1-P(A).
® P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB).

Att dessa ar uppfyllda inses enkelt genom att rita Venndiagram!

o | @

Sannolikhetsteori David Bolin
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Betingade sannolikheter

Kolmogorovs axiomsystem

Lat Q vara ett utfallsrum. En sannolikhet, eller sannolikhetsmatt
P:Q — R ar en reell funktion som tar handelser i 2 som argument
och returnerar ett reellt tal, och som uppfyller

®0<P(A4) <L
® PQ) =1
® Om Aq, Ay, ... &r an foljd av disjunkta hindelser s giller att

e ([’j AZ.) ~ S P
i=1 i=1

Speciellt s3 giller att om hindelserna A och B ar disjunkta s3 ar

P(AUB) =P(A) + P(B).

Sannolikhetsteori David Bolin

Vi vill ibland berakna sannolikheten for en hiandelse A givet att vi
vet att en annan hindelse B har intraffat. Vi vill d& veta den s3
kallade betingade sannolikheten for A givet B.

Betingad sannolikhet

Antag att P(B) > 0. Den betingade sannolikheten for A givet B

definieras som
P(ANB)

P(AIB) =~

Multiplikationssatsen for sannolikheter

Om A och B ar hindelser sa giller att

P(ANn B)=P(B|A)P(A) = P(A|B)P(B).

Multiplikationssatsen ar speciellt anvandbar for att berdkna
sannolikheten for successiva handelser som paverkar varandra.

Sannolikhetsteori David Bolin
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Bayes sats

P(ErNR | TPIEDVP)
THE OCEAN | A SEASHELL

p(IPm:Duv mm:m)p M NER
AcEAsHELL | THE OceAn) I \ e Ocenw,

Py

STATISTICALLY SPEAKING, IF YOU PICK UPA
SEASHELL AND DOVT HOLD IT TOYOUR EAR,
YOU (AN PROBABLY HEAR THE OCEAN.

Bayes sats
For tvd hiandelser A och B galler att
palB) = PEIAPMA) P(BIA)P(4)
- P(B) ~ P(B|A)P(A) + P(B|Ac)P(A©)
Sannolikhetsteori David Bolin
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Slumpvariabler
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Diskreta fordelningar

Diskreta slumpvariabler

En diskret slumpvariabel kan endast anta ett andligt eller
upprakneligt antal varden, i allmdnhet ndgon delmangd av heltalen.

Sannolikhetsfunktion

Till en diskret stokastisk variabel X definierar vi
sannolikhetsfunktionen f(k) genom f(k) = P(X = k), eller
fxy(i,j) =P(X =14,Y = j) for en tvaddimensionell variabel.

Eftersom f(k) beskriver sannolikheter har vi
e f(k) >0 for alla k.

¢ Yt f(R) = 1.
* Pm< X <n)=>}_, f(k) omm och n ar heltal.

Slumpvariabler David Bolin
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Kontinuerliga fordelningar

En slumpvariabel beskriver utfallet av ett slumpmaissigt férsok med
ett numeriskt varde:

Slumpvariabel

En stokastisk variabel (slumpvariabel) X &r en funktion som tar
element fran Q som argument och som returnerar ett reellt tal.

Vi betecknar ofta slumpvariabler med stora bokstaver, X, Y och Z.
Utfall betecknas ofta med respektive sm& bokstaver, x, y och z.

Tv&dimensionell slumpvariabel

En tvadimensionell slumpvariabel (X,Y") tillordnar tvd numeriska
varden till varje utfall i Q.

Slumpvariabler David Bolin

| praktiken stoter vi ofta p& situationer d& de mojliga vardena ar
alla vérden i ett intervall, tex [0, 1], eller &r alla positiva reella tal.

Kontinuerlig slumpvariabel

En kontinuerlig slumpvariabel kan anta alla vérden i ndgot (eller
ndgra) intervall av reella tal och sannolikheten for att den antar
varje specifikt varde ar noll.

Tathetsfunktion
Lat X vara en kontinuerlig slumpvariabel, en funktion f(x) s& att

() b
f(.i(,‘) =0, /_ f(‘r)dx =1, P(a <X< b) = / f(x)dx7

kallas en tathetsfunktion.

Slumpvariabler David Bolin
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Fordelningsfunktion och marginalfordelningar

Ett annat vanligt sitt att beskriva en stokastisk variabel ar att
anvanda den s§ kallade fordelningsfunktionen, F'(z) = P(X < z).

Vi har
F(z) = {ka<a: f(k) X diskr-et |
f—oo f(y)dy X kontinuerlig

Givet en diskret tvaddimensionell slumpvariabel (X,Y") definieras
marginalférdelningarna for X och Y som

fx() =Y fxy(j),

j=—00 1=—00

| det kontinuerliga fallet har vi pd motsvarande satt
o0 o0
@ = [ foreads )= [ ferleais

Slumpvariabler David Bolin
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Beroende
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Vantevarden

Vantevarde

Viantevardet for en slumpvariabel definieras som

E(X) = Yoo oo kf(k) om X ar diskret,
foo f(z)dz  om X &r kontinuerlig.

Vintevardet ar "tyngdpunkten” i fordelningen.

Vi har att
Yre o 9(k)f(k), om X ar diskret,
E(9(X)) = { ‘28 . o
oo g(x) f(z)dz,  om X &r kontinuerlig.
Lages och spridningsmatt David Bolin
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Varians och standardavvikelse

Betingad fordelning

Den betingade fordelningen for X givet Y = y definieras som

Ixy(z,y)

Fxwl@) = Ty ()

givet att fy(y) > 0.

Oberoende handelser

Tva handelser A och B ar oberoende om P(A N B) = P(A)P(B).
Detta innebar ocksé att P(A|B) = P(A).
Oberoende slumpvariabler

Tva slumpvariabler X och Y ar oberoende om
fxy(z,y) = fx(2)fy(y). Detta innebdr att fx,(z) = fx ().

Slumpvariabler David Bolin

Variansen av en stokastisk variabel definieras som
V(X) = E[(X — u)?], dir p &r vintevirdet av X.

Vi ser alltsd att variansen definieras som vantevardet av den
kvadratavvikelsen mellan X och dess vantevarde. Vi beraknar
variansen som

V(X) = > e ook — p)?f(k), om X ar diskret
2 (@ — p)?f(x)dz, om X &r kontinuerlig.

Ett enklare satt ar ofta att berdkna variansen som
V(X) = E(X?) - 2

Standardavvikelsen av en stokastisk variabel ges av o = /V(X).

L&ges och spridningsmatt David Bolin
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Kovarians och korrelation

Kovariansen mellan X och Y definieras som
C(X,Y) = E[(X — pux)(Y — py)] dér px = E(X) och uy = E(Y).

e Enligt definitionen kan vi skriva kovariansen som

D oie oo 2ge—ooli = 1x)(J = py ) fx v (i,3), diskret

c&y)= {foooo 2@ = px)(y — py) fxy (@), kont.

® Notera att vi har att C(X, X) = V(X).
e C(X,Y) kan berdknas som C(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).

Lages och spridningsm3tt David Bolin
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Korrelation och oberoende

Korrelation
Den s3 kallade korrelationskoefficienten definieras som

C(X,Y)

P = AV

® Detta matt beskriver linjar samvariation mellan X och Y.

® Viharatt -1 <p<1.

e Visdger att X och Y &r okorrelerade om p(X,Y’) = 0.
Vi har féljande samband mellan beroende och korrelation:

® Om X och Y &r oberoende s3 ar de okorrelerade.

® Om X och Y &r okorrelerade s& behdver de inte vara

oberoende.

Dessa samband dr naturliga eftersom tva slumpvariabler ar
oberoende om det inte finns ndgon samvariation alls mellan dem,
medan de ar okorrelerade om det saknas /injidr samvariation.

L&ges och spridningsmatt David Bolin
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Normalfordelningen

Normalférdelningen

En kontinuerlig slumpvariabel X ir normalférdelad, Ny, 02), med
parametrar i € R och o > 0, om den har tithetsfunktionen

10) = —g= b (~5r3(0— )

e
oV 2T

Fordelningsfunktionen ges av
r 1 1
F(x) = exp | —=—=(y —p)? ) d
(z) /_OOO o p( 5,2 Y u))y

Parametrar
Om X ~ N(u,0?) har vi att E(X) = p och V(X) = o2.

Normalférdelningen David Bolin
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Centrala gransvardessatsen

En av de viktigaste satserna inom statistikteorin, och en av
anledningarna till varfér normalférdelningen ar s viktig.

L&t X1,..., X, vara oberoende och likaférdelade slumpvariabler
med vintevirde p och varians 0% < co. D3 giller att

nooxo
P<M§x>—>¢(m‘), dad n — oo.

Om n ar stort har vi enligt satsen att
e " | X, ir approximativt N(nu, no?)-férdelad.
e X =n"13" | X; ar approximativt N(u, 0% /n)-fordelad.

Hur stor n maste vara beror p& férdelningen av X;.

Normalférdelningen David Bolin
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Punktskattningar Maximum likelihood-metoden

Ett stickprov dr n oberoende observationer av en slumpvariabel X.
Vi kan alltsd skriva stickprovet som observationer av n
slumpvariabler X1, ..., X, dar alla X; ar oberoende och
likafordelade.

Tanken bakom ML-metoden &r att vi vill hitta det parametervarde
som gor att det stickprov vi har blir s3 troligt som majligt.

Metoden &r baserad pa den s& kallade likelihood-funktionen, som
for ett stickprov x1 ..., x, ar

n

_ L) = [[ f (@)
En skattning av en parameter 0 ar en funktion 0(X1, ..., X,) av

dar f(x) &r tathetsfunktionen eller sannolikhetsfunktionen for
observationerna.

fordelningen och 6 &r parametrarna vi vill skatta.

Tva egenskaper vi vill att var skattare ska ha ar att

® Den ska vara vintevardesriktig (unbiased p3 engelska), vilket

betyder att vi vill att E(6(X1,..., X)) = 0.
® Den ska ha |&g varians om n &r stort, helst vill vi att O = arggnaxL(G)

V(O(Xi,...,Xn)) = 0dad n — oco.

Maximum likelihood-skattaren av en parameter 6 ges av

Statistikteori David Bolin Statistikteori David Bolin
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Skattning av vantevarde och varians Konfidensintervall

L&t x1,...,x, vara observationer av oberoende och likaférdelade
s.v. Xi,..., X, med vintevirde u och standardavvikelse o.
Vintevirdesriktiga skattningar av i och o2 ir da
cpur=auin Xi=X
o (02) =82 = Q _ LZ?ZI(XZ, — X)2.

n—1 n—1

Om X; € N(1,02) s har vi u* ~ N(u, %2) och % €xi(n—1)

L&t 2;1,..., iy, vara ober. obs. frén N(u;,0) ddi=1,...,k. D3
ar en poolad variansskattning

% o _ (n1—1) S24-+(ng—1) 52
° (02) = 512, = % = 1(n1—11)+~"+(n:—1) .

Eftersom X;; ~ N(ui,c?) s har vi % ~x2(f)

Statistikteori David Bolin

Konfidensintervall

L&t X5,..., X, vara slumpvariabler med en férdelning som har 6
som en parameter med 6y som sant okint virde. Ett 100(1 — «)%
konfidensintervall for & med konfidensgraden 1 — v ar ett intervall
[a(X1,...,Xn),b(X1,...,X,)] sddant att

Pla<by<b)=1-a.

® (a,b) ar ett slumpmissigt intervall, eftersom a och b &r
slumpvariabler som beror av X1, ..., X,,.

e Konfidensintervallet ska allts3 tolkas som att om vi gor
upprepade matningar av X1, ..., X, och bildar
konfidensintervallet for alla dessa matningar s kommer
100(1 — )% av dessa intervall ticka det sanna vérdet 6.

Konfidensintervall David Bolin
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Konfidensintervall

Om 0*(Xy,...,X,) € N(6,V(0*)) s& har vi
® Ip= (0" % Agj2-/V(0%)) om V(6) ar kind
® Ip= (0" %ty 2(f) s-c)om V()= .02 dir 02 = V(X;),
c dr en konstant och (02)* = §% = % med < ~ \2(f)

(e

Om 6*(Xy,...,X,) ar approximativt N(6, V(6*))-fordelad enligt
CGS (el. dyl.) sa kan vi anvdnda normalbaserade konfidensintervall
approximativt.

Om X1,..., Xy ~N(p,0?) med (02)* = §? = % och & € x*(f)
s4 ges ett konfidensintervall for o2 av

P O AL
7 Xi/g(f)’ X%,a/g(f) .

Konfidensintervall David Bolin
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Hypotesprovning

T NOTOR BUT YOU SPEND TWICE A6 MucH | YOUR MATH 1S
BOYFRIEND! TIME WITH ME AS WITH ANYONE. | IRREFUTABLE.
P T BOEREND 1| ] vou Tomuy age.| BF T ACLEAR QUTLER: FACE IT—IM
! ™ v YOUR STAMISNICALLY
\ Pl SIGNIFICANT OTHER.
OF PEOPLE. i/
| ?

Vi har ett stickprov med ndgon férdelning med okand parameter 6.
Vi vill testa nollhypotesen

H() 10 = 90
mot mothypotesen
H1 10 75 90.

Om testet bekriftar att 6 # 6y sager vi att Hy forkastas till formé&n
for Hy. Man brukar d& ocksa siga att 0 ar signifikant skild fr&n 6.

Hypotesprévning David Bolin
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Konfidensintervallmetoden

Om vi bildar ett 95% konfidensintervall I for 6 kan vi direkt
anvinda detta for att gdra hypotestestet.

e Vi forkastar Hy om intervallet inte innehaller 6.
® Om intervallet daremot inneh3ller 6y kan vi inte forkasta Hy.

Konfidensgraden vi anvander nar vi berdknar konfidensintervallet &r
ocksa konfidensgraden for hypotestestet vi gor.

Definition

Felrisken eller signifikansnivén definieras som

a = P(Hy férkastas |Hyp sann).

Oversatt till konfidensintervall ir signifikansnivan

a=P(0 ¢ Iy om0=0y) =Pl ¢ Ip).

Hypotesprévning David Bolin
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Teststorheter och p-varden

En teststorhet 7' = T'(X1, ..., X,,) ar en funktion av
observationerna, och allts3 en slumpvariabel. Tpps = T'(21,. .., Zp)
ar ett observerat varde av teststorheten for givna observationer.

p-vardet eller signifikanssannolikheten definieras som sannolikheten
under nollhypotesen att vi f&r ett virde p& T som ar &tminstone
lika “extremt” som det observerade vardet T,,.

Kritiskt omrade

Givet en signifikansnivd « definierar vi det kritiska omradet C,, som
de varden p3 teststorheten T' som leder till att man forkastar Hy p3
nivan a.

Hypotesprévning David Bolin
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Exempel: Binomialférdelningen

Lat X ~ Bin(n,p). p* = x/n ar en vantevirdesriktig skattning av
p med varians V(p*) = p(1 — p)/n.

Enligt CGS &r X approximativt N(np, np(1 — p))-fordelad om n &r
stor (np(1 — p) > 10). Vi har d3 att

P —p
p*(1=p*)/n
ar approximativt N(0, 1)-fordelad.

Om vi vill testa

Hoy:p=po

Hi:p#po
eller en ensidig hypotes Hy : p > pg eller Hy : p < pg s& ar X ~
Bin(n, po) under Hy, och vi kan direkt berdkna p-vardet

Hypotesprévning David Bolin
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T CAN'T REUEVE SCHOOLS
ARE STiL. TEACHING KIDS
ABOUT THE NULL HYPOTHESIS.

)
I REMEMBER READING A BIG
STUDY THAT CONCLUSIVELY
DISPROVED IT MEARS AGO.

0
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Olika typer av jamforelser

Vi har tittat p§ olika typer av jamfdrelser mellan populationer:
® Stickprov i par.
e Jamférelser av oberoende populationer.
® t-test: Tva populationer som inte nédvandigtvis har samma
varians.
® Ensidig variansanalys: k populationer som skiljer sig &t pa
grund av att de har olika nivder p& en forklarande faktor A.
® Tvasidig variansanalys: Vi har tva forklarande faktorer A och B
som har a och b olika nivder. Detta ger upphov till ab olika
populationer.
o 9k faktorforsok: Vi har k forklarande faktorer som har tva
nivaer vardera. Detta ger upphov till 2% olika populationer.
® Regression och sambandsanalys.
® Regression anvands for att studera linjara (eller icke-linjara)
samband mellan en responsvariabel Y och en férklarande
variabel  som inte antas vara stokastisk.
® Korrelation dr ett matt p4 linjart samband mellan tva
stokatiska variabler Y och X.

Jamforelser och férsdksplanering David Bolin
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Stickprov i par

En vanlig situation 3r att matningar uppkommer i par, till exempel:
® Man vill studera hur mycket rokare gér upp i vikt nar de slutar
roka. Man mater d& vikten fore och efter for varje person fore
och efter den slutar roka och jamforelsen sker for varje person.
® Man vill studera systematiska skillnader mellan tva
matmetoder och anvander varje metod pa var och ett av ett
antal prover och jamfér de tvd metoderna for varje prov.

Modellen vi nu ansitter ar att vi har n observationer i tva stickprov
X17X27"'7Xn Yla)/év"'ayn

For varje matning bildar vi differensen som antas vara
normalférdelad:

D; = X; —Y; ~N(A, 0?)
Vi vill nu testa om A = 0, vilket gérs som vanligt for
normalférdelade matningar.

Jamforelser och férsoksplanering David Bolin
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Oberoende stickprov

Vi antar att vi har tvad oberoende stickprov
® n; observationer X11, X12,. .., X1p, frén N(,ul,a%).
® ng observationer X1, Xo2, ..., Xop, frén N(,ug,og).
Den intressanta parametern dr nu 6 = py — p2 som vi skattar med
0* = X1 — X5 och vi vill nu bilda ett konfidensintervall for 8 samt
testa hypotesen
H() 10 = 0,
vilket dr samma sak som att testa u; = g, mot
H1 10 7é 0

eller n&gon ensidig hypotes, 8 > 0 (som motsvarar p1 > us) eller
6 < 0 (som motsvarar p; < p2). Vi skiljer pa tre fall:

® o1 och o9 ar kinda.

® o1 = 09 = o dar o ar okidnd.

© 09 och o9 dr okdnda och ej sdkert lika.

Jamforelser och férsdksplanering David Bolin
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Testet i de olika fallen

UNIVERSITY OF GOTHENBURG CHALMERS
Ensidig variansanalys

e For jamforelser av fler an tva populationer kan vi anvianda
variansanalys.

Vi vill studera om en faktor A paverkar en responsvariabel.

Vi gor totalt N = 37 | n; mitningar vid a olika faktornivaer.

Ansitt modell y;; = u + a; + &5, dir ;5 ~ N(0,02)

Vi vill nu testa

H()ZO[l:OtQ:"':Oéa:O

Hi :o; # «j for nagra i,

® Berdkningarna som behdvs gbéras sammanfattas i en
ANOVA-tabell:
Variation  Kvadratsumma Frihetsgrader Medelkvadratsumma  Teststorhet
Faktor A SS4=Y,(5i —9)? fa=a—1 MSa=5Sa/fa  MSa/MSg
Residual ~ SSp=3,,(vij —9:)® fe=Y,m—a MSg=S5Sg/fr
Total SSrot =SSp+SS4  f=>,n—1
Jamforelser och férsdksplanering David Bolin
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Vi bildar teststorheten o

T=—2_
V(6*)

® Om o7 och o9 ar kinda giller att V(6*) = % + % och T &r
N(0, 1)-fordelad.

® Om o1 = 09 = o dar ¢ ar okand anvander vi en poolad
variansskattning och skattar V(6*) med s?,(l/nl +1/ng). T ar
da t(n1 + ng — 2)-fordelad.

® Om o7 och oy &r okdnda och o1 # oy skattar vi V(6*) med
s?/ny + s3/ng. T & da approximativt t(f)-fordelad med

f _ (8%/n1 + s%/TLQ)Z
(s3/n1)? n (s3/n2)?

ni—1 ng—1

Jamforelser och férsoksplanering David Bolin

Tvésidig variansanalys

e Vi kan analysera ett forsok med tva faktorer, A och B, med
ANOVA.

® Vi gor totalt abn matningar vid a olika faktornivder fér A och
b olika nivaer for B.

® Ansatt modell Yij = B+ oy + /Bj -+ (Oéﬁ)ij + €45, dar
gij ~ N(0,02) och (af3);; modellerar en méjlig samspelseffekt
mellan A och B.

e Vi vill testa tre saker

@ Finns det ndgon samspelseffekt: Hy : (of3);; = 0 for alla 457

® Huvudeffekt for A: Hy: a1 =g =+ = = 07
©® Huvudeffekt for B: Hy : 1 = B2 =--- = 8, =07
Variation ~ Kvadratsumma  Frihetsgrader Medelkvadrat Teststorhet
Faktor A SS4 fa=a-1 MSs=SS5a/fa MSA/MSg
Faktor B SSp fB=b-1 MSp =5S8/fB MSp/MSEg
Faktor AB SSAB fAB:fAfB AISAB:SSAB/fAB ]\/[SAB/]\/[SE
Residual SSE fe=ab(n—1) MSg=SSg/fE
Total SSTot abn — 1
Jamforelser och férsoksplanering David Bolin
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Enkel linjar regression

e ANOVA anvinds for att underséka om forklarande variabler
(faktorer) paverkar en responsvariabeln. Vi far inget svar pa
hur paverkan ser ut.

® Regression anvinds for att undersoka formen pa sambandet.

® For enkel linjar regression har vi talpar (z;,Y;) dar z; ar ett
fixt virde p& den forklarande variabeln och Y; dr en
slumpvariabel. Vi antar att

E(Y;) = Bo + B
® For polynomregression antar vi istallet
E(Y;) = Bo + B1zi + Boxt + ... + Bpat

® For multipel regression har vi talpar (z1;, ..., 2, Y;) dar g,
ar vardet pa forklarande variabel k. Vi antar

E(Y;) = Bo+ Brz1i+ ...+ Bpxpi

Regression David Bolin
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Enkel linjar regression

Vi har talpar (z;,Y;) dar z; ar ett fixt virde och Y; &r en
slumpvariabel. Modellen vi ansatter for Y; ar

Y = 0o+ Pz +e&i

dir ¢; dr oberoende N(0, 02) slumpvariabeler som beskriver
matfelet och By och 31 ar okdnda parametrar som beskriver det
linjdra sambandet.

Vi har allts3 att vantevirdet av Y ges av funktionen

E(Y:) = f(Bo, B1, i)

Vi skattar parametrarna enligt minsta-kvadratmetoden genom att
minimera kvadratfelet fér den datan vi har

n

S(Bo, B1) = > (i — f(Bo, B, 1))?

i=1

Regression David Bolin
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Multipel linjar regression

Vi har gjort matningar av en responsvariabel Y for fixerade varden

pa forklarande variabler z1, ..., x,, som kan véljas utan fel.
Vi ansatter en linjar modell for (Y, z1,...,2p4),0=1,...,m:
Yi=po+ bz + ...+ Bprpi t+ & (1)

dar &; ar oberoende N(0, 02) slumpvariabeler som beskriver
matfelet och B8; ar parametrar som beskriver beroendet.
Vi kan formulera modellen p3 matrisform som

Y =X3+E
dar
Yi 1z - wpa €1 Bo
Y = : X_ = : : . E = ﬁ =
Yn 1 Tin - Tpn En /Bp
Regression David Bolin
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Parameterskattning

Givet att X7 X ir inverterbar fas minstakvadrat-skattningen av 3
som 3* = (XTX)~'XTY. Skattningarna ar vintevirdesriktiga och
vi har

V(B;) = o?(diagonalelement nummer i+1 i (XTX)™1).

Vidare dr s = Qo/(n —p — 1) dir

n

QO = Z(yl — 56 — ﬁfl’lﬂ' = 600 = ﬁ;xp’i)2 = YTY — ,@TXTY.
=l

Sats

Med 13- (x0) = 5§ + Bizo1 + - -+ + Bpzo,p
V (it (x0)) = o?x0 7 (XTX) 1xg

Regression David Bolin
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Egenskaper hos skattningarna

® Om ¢; dr normalférdelade &r ocksd /3 normalférdelade.

* (n—p—1)s*/0” ~ x*(n—p—1).

® med 6 = G; eller uy(xo) galler (6* — 0)/d(0*) ~t(n —p —1).
e Ett konfidensintervall for 6 &r

Iy =[0" £ tap(n—p—1)d(0)]

® For att testa Hy : 6 = 0y mot Hy : 0 £ 0y anvands
teststorheten T' = (6" — 6p)/d(6*) som har kritiskt omr&de
Co= {T : |T| > ta/?(n —P— 1)}

e Ett prediktionsintervall for en framtida observation Y (x) ges
av

Iy (xo) = |By (X0) £tap(n —p—1)- 5\/1 + x4 (XTX) 1o

Regression David Bolin
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Det viktigt att validera att modellantagandena ar uppfyllda genom
att studera residualerna. Det dr ocksd viktigt att inse att vi inte
kan vara sikra pd att modellen stimmer f6r x utanfér miatomradet.
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Ickeparametriska metoder

® D3 vi anvander ANOVA, regression och t-test antar vi att
datan ar normalfordelad.

® Dessa metoder kan generaliseras till andra typer av
parametriska fordelningar.

® Om vi inte vill anta ndgon parametrisk fordelning kan vi istillet
anvinda en icke-parametrisk metod.

® | kursen har vi anvant féljande metoder:

® Teckentest: Anvinds for att underséka om vi kan forkasta
nollhypotesen att fordelningen som generade stickprovet har en
viss median.

® Wilcoxons ranktest: Test for medianen med hogre styrka som
kraver att férdelningen dr symmetrisk.

® Wilcoxsons ranksummetest: Test for att jamfora medianen hos
tva fordelningar.

Regression David Bolin
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The end

Lycka till p& tentan!

David Bolin



