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Normalfordelningen

Normalférdelningen

En kontinuerlig slumpvariabel X &r normalférdelad, N(u,az), med
parametrar i € R och o > 0, om den har tathetsfunktionen

1) = —g=exp (=530~ )

Fordelningsfunktionen ges av
r 1 1
F(z) = ——(y—mw?*|d
(z) /_OOU 27reXP< 202(3; u)) Y

Parametrar
Om X ~ N(u,0?) har vi att E(X) = p och V(X) = o2
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Normalfordelningen

Standardiserad normalférdelning

En slumpvariabel Z sigs ha en standardiserad normalférdelning om
Z ~ N(0,1). Vi betecknar oftast dess tithetsfunktion och
fordelningsfunktion med ¢ (z) och ®(x)

Om X ~ N(u,0?) s giller att aX + b ~ N(ap + b, a%0?).

Detta betyder att om X ~ N(u,0?) si giller
e X =pu+oZdir Z ~N(0,1).
o Z=(X—p)/o~N(0,1).
Vi kan anvinda detta for att berdkna sannolikheter:

P(X<x):P<XU_M<x;N>:P<Z<$;M>:<1>($;“>.
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Centrala gransvardessatsen

L&t X1,..., X, vara oberoende och likaférdelade slumpvariabler
med vintevirde p och varians 0% < co. D4 giller att

P 2icy Xi =i
[oRVAL

§a:> — ®(z), dédn— oo.

7

Om n ar stor har vi enligt satsen att
o > | X; & approximativt N(ngu, no?)-férdelad.
o X =n"13"" | X; ar approximativt N(u, 0% /n)-férdelad.

Hur stor n maste vara beror p& fordelningen av Xj.
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Normalfordelningsdiagram
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Som bekant kan fordelningsfunktionen for en normalférdelning
skrivas som

1 z 2 2
Flr) = —— —(y—w)?*/20% 4
@)= —— / K y

Om vi plottar F'(x) ar det mdjligt att transformera skalan p3
y-axeln s8 funktionen blir en rat linje. Detta illustras i Figuren ovan.
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Normalfordelningsdiagram
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Normalfordelningsdiagram
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Tv& exempel dar vi plottar normalférdelad och exponentialférdelad
data i normalférdelningsdiagram. Detta gors enkelt i Matlab med
kommandot normplot.
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Beskrivning av tvddimensionell data

Antag att vi har data z1,...,x, och vill veta om en
normalférdelning ar en rimlig modell f6r datan. Vi kan anvinda
normalfordelningsdiagrammet for detta.

Vi bérjar med att berdkna den empiriska férdelningsfunktionen

N antal varden < z "
F*(z) = - => I(z; <)
i=1

Vi plottar sedan punkterna F*(x;) i ett normalférdelningsdiagram,
och om datan ar normalférdelad ska dessa punkter ligga langs en
rat linje.
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Antag att vi har matningar (x;,y;). Ett spridningsdiagram &r ett
tvadimensionellt punktdiagram dar varje matning (z;,y;) ritas ut
som en punkt i xy-planet.
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Numerisk beskrivning av tvaddimensionell data
For att ge numeriska matt p& samvariation kan vi berdkna
stickprovskovariansen, som definieras som
1 n
Coy = ;m— ~3)(vi ~ )
1=
eller stickprovskorrelationen som definieras som
S Y@ —)(yi — 9)
Ty = = =
\/22;1(551' - 56)2\/2;‘1:1(%’ - 7)?
Stickprovskorrelationen ett matt p§ linjart beroende.
| bilden ovan har vi 75, = 0.8067 i (a), 7z, = 0.2912 i (b),
Toy = —0.9884 i (c), och 74y = 0.3640 i (d).
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Exempel: Kursresultat 2017
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Betyg pa kursen 2017 (Y') mot podng p& uppgift 5 p tentan (X).
Korrelation: 7, = 0.7261
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Den tv&dimensionella normalférdelningen

y -4 4 X

(X,Y) sdgs ha en tvadimensionell normalférdelning om
1

fX,Y r,Y)= ——  ——=°
(@9) 210,041 — p?

o (a5 () (2) (22)])
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Viktiga egenskaper
p=0

Egenskaper:
(W, ty) och (04, 0y) vantevirdena och standardavvikelserna

for X och Y, och p ar korrelationskoefficienten.

e Om (X,Y) har en tvadimensionell normalférdelning s& ar
X ~ N(pz,02) och Y ~ N(,uy,a;).

e Den tvddimensionella normalférdelningen endast beskriva linjar
samvariation, s om p = 0 s& 4r X och Y oberoende.
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En alternativ formulering

Ett alternativt satt att skriva tathetsfunktionen &r att infora en
vantevardesvektor w en kovariansmatris 3 och en vektor som
innehéller x och y som

b= <Mr> v _ ( o2 U$O'2y10>, . <:v>
Ny Uzo'yp Uy y

Vi kan d& skriva tathetsfunktionen som

Lo <—;(x — )" (x - “)> ’

fX,Y(ﬂU:Z/) = W

dar d = 2 och |X| &r determinanten av . Om vi har d variabler
kan vi anvidnda denna formulering for att beskriva en d-dimensionell
normalférdelning.
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